Affine AbLLIIdungen

Einfuhrung
1

Datei Nr. 21201

Stand 6. Marz 2021

FRIEDRICH W. BUCKEL

INTERNETBIBLIOTHEK FUR SCHULMATHEMATIK

www.mathe-cd.de




21201 Affine Abbildungen - Einfilhrung 2

Vorwort

Inhalt

0 Grundlage Dar affine Raum 5

1 Affine Punktabbildungen
1.1 Die allgemeine Abbildungsgleichung

1.2 Abbildungsgleichungen mit Matrizen 8
1.3  Einige spezielle Abbildungen: Gleichung und Punkte abbilden
. ; . =, (10}, (6
B1: Verschiebung: X _(O 1jx+(_2j 10
L an . a1 0),
B2: Spiegelung an der x-Achse: X'= 0 -1 X 11
. H . v _1 O <
B3: Spiegelung an der y-Achse: X'=lg 1% 11
. : . S0 _1 O 5
B4: Punktspiegelung an O: X'= 0 -1 X 12
. _ _, (20).
B5 Zentrische Streckung an O: X'=g 92X 12
1 1
B6: Drehung um O, 60° x'=| 2 21*5}1 13
W3
1 _1
B7: Drehung um O, 30° X'= 2\1/5 .7 jf( 14
2 2V3
1 1 _3
B8 Spiegelungan y=7v3-x+3: X'=| 2 2\/5}1{ 2\/5] 15
13 -1 9
2 2 2
11
B9: Spiegelung an y:%\/gx x'=| 2 2\/?}? 16
5\/5 =z
, -, (-0,608)_
B10: Spiegelung an y = 2x X —[ 0.8 O,GJX 17
. . - (2 05 (12
B11 Streckspiegelung: X _(0 —2JX+( 6 J 18
2 Affine Vektorabbildungen 21
2.1 Abbildungsgleichungen fiir Vektoren 21
2.2 Lineare Abbildungen 22
3 Allgemeine Abbildungseigenschaften 25
3.1 Abbildung einer Geraden 25

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfilhrung 3
3.2 Parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet 29
3.3 Teilverhéltnisse bleiben erhalten 30
3.4  Wie andern sich Flacheninhalte? 33
4 Fixpunkte von affinen Abbildungen 35
5 Fixrichtungen bzw. Eigenvektoren von affinen Abbildungen 39
-, (0,8 03) _
B12 Parallelstreckung: X _[0’2 O,7J.X 39 und 41
- 2 - -
B13 Scherstreckung !! x':(2 3’5}% 42
Aufgaben (Eigenvektoren) 6 bis 9 43 Lésungen 44 bis 54
6 Fixgeraden von affinen Abbildungen 55
6.1 Wichtige Theorie 55
6.2 Affine Abbildungen mit einer Fixpunktgeraden (Achse) 57
1. Fall: 2 verschiedene Eigenwerte
-, (0,6 08 ). (24 .
B14 X _(0,8 —O,6jx+( 4,8) Achsenspiegelung 57
- (1 1)
B15 X'= 0 2 X Parallelstreckung 59
-, (1 2. .
B16 Xx'= 0 _1 X Schragspiegelung 60
2. Fall: Nur den Eigenwert 1
. = (2 05); (-05
B17: X —(_2 0 jx+( 1 ) Scherung 61
0 2
B18: X‘=( ) ;)X Scherung 63
3
6.3  Affine Abbildungen mit genau einem Fixpunkt 64
1. Fall: 2 verschiedene Eigenwerte
B19: i':(g Dmﬁj Euler-Affinitat 64
B20: x'= 153 - X Euler-Affinitat 66
05 2
2. Fall: 1 Eigenwert und jeder Vektor ist Eigenvektor
B21: Xx'= z 0 X + 2 Zentrische Streckung 67
' 02 -4
B22 %' =7 Olx+[% Punktspiegelung 69
0 -1 2
3. Fall: Kein Eigenvektor

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfilhrung 4
1 _1/3
B23: X'=| 2 21 X Drehung um O 70
V3 3
. o (-5 10 —2
B24: Xx =(4 7 j+( 2) Drehstreckung um F(2]1) 71
., (£ -3). (2
B25: X'=|2 " |Xx- 1 Scherstreckung 73
4 2
=, (2 3).
B26 Xx'= 0 2 X Scherstreckung
6.4  Affine Abbildungen ohne Fixpunkt 75
1. Fall: Es gibt nur den Eigenwert 1 und jeder Vektor = 0 ist Eigenvektor:
.o (10); (3 .
B26: x _(O 1jx+(2j Verschiebung 71
2. Fall: Es gibt nur den Eigenwert 1 und nur einen linear unabh. Eigenvektor:
. v' 0 1 = 0 .
B27: x'= 2 _1 X+ 3 Abbildung ohne Namen 76
Nur 1 Fixgerade. Spezielle Methode zum Finden der Fixgerade! 70
Aufgabe 6 Bestimmung von Fixgeraden 78
B e I A
B28: Xx'= X+ Parallelstreckung 79
-4 -1 6
oo (-1 -1\ (3 .
B29: X =(_4 _1jx+(1) Abbildung ohne Namen 81
- (38 8\ (1 —
B30: X _(2 _2jx—(7) Euler-Affinitat 85
o= (10} (-2
B31: x _(2 3jx+( 3 j Ohne Namen 86
B32: x'= 22 X + ! Parallelstreckung 87
' 45 2
e e B I e
B33: x _(_4 _1jx+(2j Scherung 88
3 1 3
B34: )?':[156 53jf<+[ 524j Schragspiegelung 89
5 5 "5
-, (6 -4)\. (5 o
B35: X —(4 _4jx+(4j Euler-Affinitat 90
= (10, (O
B36: X —(2 1)x+(_2j Scherung 91
Zusatz: Berechne Bildpunkt zu A(3]0), konstruiere die
Bildpunkte zu B(2]2) und C(-1| 3)
7. Abbildungsgleichungen erstellen. 92

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfilhrung 5

0 Grundlage — Der affine Raum

Die Mathematik sollte als exakte Wissenschaft zu Beginn ein es Themas klaren, welche

Voraussetzungen notwendig sind, und welche Grundlagen bendtigt werden:

Wenn man mit Punkten und Vektoren rechnen will, sollte zuvor das Ganze in ein klares System
gebracht werden, in dem die Zusammenhange und Grundregeln festgelegt sind. Dieses System heif3t

affiner Raum.

Dazu bendétigen wir dreierlei Mengen:

Das Fundament ist eine Menge M, die nicht leer sein darf, und deren Elemente man Punkte nennt.
Dann bendtigen wir einen Vektorraum V, dessen Elemente (die Vektoren) aus der Menge R der

reellen Zahlen gebildet werden.
Diese Mengen werden nun so verknlpft:

Jedem Paar A,B von Punkten kann man einen Vektor zuordnen, den man so schreibt: v=ABe V.
Damit wird gesichert, dass wir im Punktraum M mit Vektoren arbeiten kdnnen. Dabei missen folgende

Regeln gelten:

A1:  Fur jeweils drei Punkte A, B und C aus M gilt: AB+BC =AC.
A2: Zujedem Punkt A e M und jedem Vektor v eV gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt B, so dass gilt: V = AB.

Aus diesen Regeln folgt, dass man so im ,Affinen Raum* arbeiten kann, wie man es in der Schule
bzw. Hochschule lernt. Man kann also die Lage von Punkten durch Vektoren beschreiben, indem
man ein Koordinatensystem verwendet. Dieses besteht aus einem Ursprung und je nach Art des
Raumes aus zwei oder drei Basisvektoren. Dann kann man Teilmengen des affinen Raumes wie

Geraden und Ebenen festlegen usw.

Es sei extra darauf hingewiesen, dass metrische Begriffe wie Lange, Winkel, Flachen- und Rauminhalt
damit noch nicht behandelt werden kénnen. Denn dazu bendtigt man weitere Definitionen, die dann
Teilmengen wie Strecken eine Lange zuordnen usw. Man definiert also ein Skalarprodukt von
Vektoren, indem man jedem Paar von Vektoren eine reelle Zahl zuordnet. Dann spricht man von

einem metrischen Raum.

Die Theorie der affinen Abbildungen beschaftigt sich damit, wie man Punkten des affinen Raumes
andere Punkte zuordnen kann. Dies kann so geschehen, dass man jedem Punkt, der durch seine

Koordinaten gegeben ist, einen anderen Punkt zuordnet. Dies machen wir im Abschnitt 2.
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1 Affine Punktabbildungen

1.1 Die Allgemeine Abbildungsgleichung.

Eine affine Abbildung ist eine Abbildung des affinen Raums (hier der Zeichenebene) auf sich.
Diese Abbildung kann man als Ubergang von einem Koordinatensystem auf ein anderes beschreiben.

Das gegebene Koordinatensystem verwende wie i P,
ublich die Basisvektoren €, und e,.

Dann kann man einen beliebigen Punkt P so
durch seinen Ortsvektor darstellen:

S = o _ X
X =0P =x,6; +X,6, =| !
—

Ihm ordnet man einen Bildpunkt zu und zwar so,
dass er einfach in einem neuen Koordinatensystem
dieselben Koordinaten bekommt.

Das Bild-Koordinatensystem hat seinen Ursprung O' und
die Basisvektoren a und b . Bei dieser Zuordnung passiert folgendes:

Aus OP, = x,&, wird P =x,a
und aus OP, = x,8, wird O'P," = x,b o
und aus OP = x,8, +X,8, wird O'P'=xa+x,b !

Zur Erreichbarkeit der neuen Lage von O aus benétigt man dann einen Vektor v, der die Lage des
neuen Ursprungs angibt: v =00'

Da man dann noch den Bildpunkt im alten Koordinatensystem erreichen will, nennt man darin den
Ortsvektor des Bildpunktes entweder y wie in der Darstellung beschriftet, oder X

Die affine Abbildung sieht dann so aus: P—>P'.
Vektoriell fiir die Ortsvektoren: Xx>0P =x mit X =Xa+yb+V
O'P"

Hinweis 1: Da @ undb Basisvektoren sind, miissen sie natiirlich linear unabhéngig sein.

Sie durfen also keine Vielfachen voneinander sein. Im unserem zweidimensionalen
Fall ist das gleichbedeutend damit, dass ihre Determinante ungleich Null ist:

= =\ _|a; byf 3
det(a b)= o) b| = P2 3D, #0.
.. - = - = =\ _|a, ka,
Ware aber b=k -a, dann ware det(a b) = =a,-ka, -a, -ka, =0.
a, ka,

In einer gegeben affinen Abbildung muss also immer det(é 5) #0 sein.

Hinweis 2: Die Art der Bezeichnungen ist nicht festgelegt. Manche nummerieren die Basisvektoren
und verwenden &, und a, . In der Schule nimmt man haufiger a undb .
Die Punktkoordinaten kdnnen x und y sein, oder x4 und Xs.

Bildpunkte kann man mit Querstrich bezeichnen: P oderso P' oder P" oder P*.
Auch ich werde nicht einheitlich arbeiten, damit man nicht auf eine bestimmte
Schreibweise fixiert ist sondern sich informiert, was gemeint ist.

Schreibtechnisch ist fiir mich diese Version giinstig: X'=xa+ yb + Vv

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel: Eine Abbildung ohne Verschiebungsvektor ¢ :

Gegeben sei die Abbildung o durch X' = xﬁ)+ y(_31j .

Ohne Verschiebungsvektor ist der Ursprung ein Fixpunkt, d.h. er wird auf sich selbst abgebildet.

Ortsvektor des Punktes P(43): x=0P=[4]-6,+[3] &, = (;jJr(?j :(gj

Berechnung des Bildpunktes zu P(4|3): X' =OP'=[4]-a+[3]-b= (_ZJ +(13j = (1_2)

P(4|3) wird abgebildet auf P'(17|-1) (Das sind die Bildkoordinaten im gegebenen System.)

/ hy
3

Aus dem gelb gefarbten Rechteck im Basissystem {O €4 é2} wird das blaue Parallelogramm
im Bildsystem {O :a;b }

Der einzige Punkt, der auf sich selbst abgebildet wird, also ein Fixpunkt ist, ist der Ursprung,

wie folgende Rechnung zeigt:

Fixpunktbedingung: X' =X dh %= x(ﬂ ; y(_31j
X =2X+ 3y - 0=x+3y| (1
y=X-Yy 0=x-2y| (2)

Rechnet man (1) — (2), dann erhalt man 0=5y = y=0.
Aus (1) folgt dann x=0. Alsoist O(0|0) der einzige Fixpunkt.

Eine affine Abbildung mit nur einem Fixpunkt heil3t Affine Drehstreckung.
Diesen Namen kann man gut nachvollziehen: Zuerst dreht man das gelbe Rechteck um den
Ursprung, so dass der Pfeil OP auf den Pfeil OP' zu liegen kommt, und dann streckt man das

Rechteck in genau dieser Richtung rechts, wodurch das blaue Parallelogramm entsteht.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Abbildungsgleichungen mit Matrizen

Eine Abbildungsgleichung dient der Berechnung von Bildpunkten.

Die Definition fur eine affine Abbildung lautet: X'=Xxa+yb+¢ mit det(é, 5) #0.
. . o <0 a, b, C,
Ausflhrlichere vektorielle Schreibweise : X'=X +y +
a, b, Cy
bzw. X,:(a1x+b1yj+(c1j
a,x+b,y) \c,
. . . . -, (&, b)) (x C,
Daraus kann man die sogenannte Matrixform bilden: X'= . +
a, by) \y C,

Dies stellt eine Abkirzung dar. Man schreibt die beiden Vektoren a = (:1j und b = (3) als
2 2

Spaltenvektoren in die sogenannte Abbildungsmatrix (:1 l?j und definiert die
2 2

Multiplikation aus Matrix und Vektor so, dass man dasselbe Ergebnis erhalt:

a, by\(x) (ax+byy
a, by )\y) (ax+b,y

Merkregel: Das entspricht zwei Skalarprodukten zwischen dem oberen Zeilenvektor der Matrix

und dem Vektor X und dann zwischen dem unteren Zeilenvektor der Matrix und X . Verwirrend?

Man merkt sich einfach: “Zeile mal Spalte*.

zahtenbeispiele: (3 ¢'(7)-(4155)-(28) o (3 93)-(510)-()

10

Die Matrix (0 1

j verhalt sich bei der Multiplikation mit einem Vektor neutral, vergleichbar mit der

10

Zahl 1 bei der Multiplikation mit anderen Zahlen. (O 1

j heil3t Einheitsmatrix.

a, b,

Verwendet man als Abkirzung A = (
a, b,

j , dann kann man eine affine Punktabbildung auch so

a, b,
a, b,

Basisvektoren @ und b enthalt, und deren Determinante nicht Null sein darf.

beschreiben: X'=AX+c, wobei A :( j die Abbildungsmatrix ist, welche die beiden

o GUE 0 » GE) e (R
o (W 50E o GAD 0 (U0
o (12w (A o (E ()

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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o0 (Y32 0 [

o (% ftJ( S22 o [ 5 8

2 &30 (5) |

o [ 28 n (5 SHEHES)
|

[ DR

Nun die Abbildung eines Dreiecks
()
1 —1
_(2 1)
1A

Wir bilden dieses Dreieck ab: A(2]4),B(-1]2),C(3]-2).

x|

Die Abbildung o ist gegeben durch

X

oder in Matrizenschreibweise:

Berechnung der Bildpunkte:

\ F. Buckel / MatheG@x/
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1.3 Einige spezielle Abbildungen

Bei Verwendung der Einheitsbasis e, = (SJ e, = (Oj kann man einen Vektor als Linearkombination

1
. s (3 - o= ~
darstellen: X=| 4| = X= 3e, +4e,
Oder % = ( ‘02) = X =-28,+[08,]
Oder allgemein: X = (:1 j = X =X€4+Xy€,
2
Oder so: X = (;j = X=Xe +Ye,

Abbildungen mit ganz einfachen Abbildungsgleichungen sind:

Beispiel 1: Eine Verschiebung )"('z)"(+(_62j. (1)
Ersetzt man x durch x,e, +x,€,: X'=xe, +Yye, +(_62)
- (1 0 6 o (10); (6
d. h.. x_x(0)+y[1)+[_2) bzw. X _(0 1)x+(_2)
. . 6
Vergleicht man x'=xe, +ye, +(_2) Y ™
mit X=xd+yb+¢, P21 P

— 2..
dannisthier a=e, und b=¢,.

Und der neue Ursprung ist O'(62).

Die gegebene Abbildungsgleichung

-2
Abbildung jeder Punkt durch den Vektor

X'=X +( © j sagt uns also, dass bei dieser

C= (_62j verschoben wird.

Die folgende Abbildung zeigt, wie das Dreieck A(1]1),B(4[1),C(1|5) abgebildet wird.

= (1 6) (7 e
o5 = s e N
5..
"._ 4 6 _ 10 ] o )
b—(1j+(_zj—(_1j = B'(10]-1) "l .
3t S
v (1 6) (7 .
SHERRU R
M M. P
MERKE: of 1 2 3 4 ~5_ 5
stellt eine Verschiebung dar. Kl

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2: Spiegelung an der x-Achse: ac

Esgilt: X =x undy =-y.

Die x-Koordinate andert sich nicht, 2
die y-Koordinate andert ihr Vorzeichen.

Die Abbildungsgleichungen kann man so darstellen:

0 1
{X, =X } oder geordnet: {X' :1-x+0«y} 11
y =-y y'=0-x-1-y Ll
. . = 1 0
In Vektorschreibweise: X'=Xx- 0 +y- 1 31
-4+
. . ; x' 1 0) (x \
In Matrixschreibweise: = .
y') \0 1] \y

Beispiel: (C(S | 4) soll an der x-Achse gespiegelt werden. Sein Ortsvektor ist ¢ =(

Bildpunkt: & =5- @ 14 [_01) - @ + (_04j = [54)

. =, (1 0) (5| (1-5+0-4) (5 .
Oder: ¢ ‘(o -1) (4)_(05—1.4)‘(-4) = C'(514)
Q liegt auf der Spiegelachse und ist daher ein Fixpunkt: B'=B J
Beispiel 3: Spiegelung an der y-Achse: [~ . 1
Esqgilt: y'=y und x'=-x 4
Das Vorzeichen der x-Koordinate andert sich. TSRS A
Die y-Koordinate bleibt unverandert: 2
= T
X'=—X X'=—1‘X+0‘y B
{y.:y } oder {y.: 0-x+1~y} \-? 6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 7
Lo = —1 0
Vektorschreibweise: X'=X- 0 +y- 1

Matrixschreibweise: X = 10 X

y') \0 1]y

o : . cmz(T) )
Beispiel: B(7|1) soll an der y-Achse gespiegelt werden. Sein Ortsvektor ist b = 1)

s 521305337

om ST s s

Weitere Beispiele

a) (3 | _5) Sp.: x—Achse (3 | 5) , b) (—8 | 3) Sp.: x—Achse (—8 | _3)
C) (3 | _5) Sp.: y—Achse (_3 | _5) d) (—8 | 3) Sp.: y—Achse (8 | 3) )

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 4: Punktspiegelung am Ursprung

A

3..

)

\ Bal

h-

/

Bei einer Spiegelung am Ursprung andern beide Koordinaten ihr Vorzeichen:

{x':—x} {x':—1~x+0-y}
L} @ )
y'=-y y'= 0-x-1y

Beispiel: Aus A(-4|3) wird A'(4|-3),

Beispiel 5: Zentrische Streckung am Ursprung

Bei dieser Abbildung werden alle Punkte vom
Ursprung O aus auf die doppelte Entfernung
.gestreckt®. genauer gesagt ihre Ortsvektoren:

X=2xl gz o x=[2 0%
y' =2y = =02

Beispiel: ~ Aus B(2]1) wird B'(4]2).
Wir kdnnen spater beweisen, dass jede

Strecke (Gerade) in eine parallele Strecke
(Gerade) abgebildet wird.

X
y

J=x(

_(-10)4
“lo

Friedrich Buckel
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Beispiel 6 Eine Drehung um den Ursprung um 60°

1 _1/3 1 _1/3
X'=x-| *? +y~[ 2 J bzw. 7(':( . ])"(
i) B

(Wie man diese Abbildungsgleichungen aufstellt, folgt im letzten Abschnitt dieses Textes.
Ich zeige hier, wie man die Abbildungsgleichung untersucht.)

1 _1
Der Ursprung O(0 | 0) wird auf sich selbst abgebildet 6':0( 2 J+O-( 2 3]:(0)
2
R 1 . (213
Die neuen Basisvektoren sind: a=| , 2 und b=| 2 mit den Betragen

33
(;?J = 3B) (3 = e =i

2 — —_
Bl=| 25 | V@) (8] = e Viet -
Beide Vektoren sind also Einheitsvektoren, denn sie haben den Betrag 1, ihre Pfeile haben also die

Lange 1. Nun berprifen wir mit ihnrem Skalarprodukt die Orthogonalitat:
1

5-5=(;ﬁ]-[‘iﬁ]=%-(—%J§)+%J§~%=—% FEN

Das heildt, dass die Basisvektoren zueinander rechtwinklig sind. Das kann man darstellen:

Das neue Koordinatensystem {O' =0;a; 5} , in das abgebildet wird, hat denselben Ursprung und die
Basisvektoren haben den Betrag 1 und sind orthogonal. Die Graphik zeigt das aus den Basisvektoren

é,, &, gebildete urspriingliche Einheitsquadrat und das aus den Bildbasisvektoren a und b gebildete

Bildquadrat. Es entsteht durch Drehung um 60° um den Ursprung. e » ~N

Beispiel: ( Drehe den Punkt P(3|4) um den Ursprung um 60°

Siehe untere Graphik!

N
@
ik

L2

i % z ~3V3)_(3-2V3 | _(-196
Bildpunkt:  x'=|3|-| 2 +[4].] 72 - z( ) j
° [%ﬁ) 4 ( 1 ] [%ﬁu} 4,60

bzw. X'= 7 ~zV3 .(3): 1-3-1V3-4 _ $-2\3 z(—'],gﬁj _ e %z |w| | 1Aj'
13 1 J\4) (1V3.3+1.4) (3V3+2) | 460

Bildpunkt:  P'(-1,964,6).

Hinweis: Drehungen kann man so darstellen:
- (COSOL) [—sinaj .
X'=x| +y +C
sina cosa
Istc=0= (8) , dann ist der Ursprung ein Fixpunkt

und somit das Drehzentrum!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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B -
NG

[NJEN

Beispiel 7: X' =( Ji Drehung um den Ursprung

Untersuchung der Bild-Basisvektoren:

Information: Weil det(A)=|?

Bestimmung des Drehwinkels:

Vergleicht man die Abbildungsgleichung mit der Drehmatrix x'= (CC.’SOL —smocj;(,
sino.  cosa

dann gilt fir den Drehwinkel o : cosa =% 3 und sina =%.

Uberlegung: Der Kosinus hatim 1. und 4. Feld positive Werte,
Der Sinus hat im 1. und 2. Feld positive Werte.
Da hier beide positiv sind, gehort der Winkel zum 1. Feld.

Aus sina =1 folgt dann: o =30°.
Wir bilden drei Punkte ab. A(2]-3), B(5|-2), C(4]1):

Bildpunkte: a= Fﬁ 2 ( 2 j - {‘/§+% Jz (_3’23j =~ A'(3,23]-160)
\E”Jz(s’?’?’j = B'(533]077)

5.:(%\%/5 E—% Jm:(zﬁ—%]:(zgej N C(296| 267)

Der Ursprung wird also auf sich selbst abgebildet. / Y Abb.4 \

Drehung um O um 30°

Er ist also Fixpunkt, also das Drehzentrum.
Ergebnis: 3

Die Abbildung dreht um den Ursprung um 30°.

[ A
K F. Buckel / MameGry

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfiihrung 15

Beispiel 8: ;<'=x[ 2 JW{%*EJ{—%\@J bzw. i':[ 3 %\/ﬂh[_%ﬁ]

Beide Basisvektoren der Bildebene sind also Einheitsvektoren.

1
Und wegen a-b= [1\/7] ( \/_J 1«/— f 0 sie sind orthogonal.

Das Einheitsquadrat aus e, und e, wird also

wieder auf ein Einheitsquadrat abgebildet:
Die beiden Quadrate sind also kongruent.
Nur — der Umlaufsinn hat sich geandert.
Also kann die zugrunde liegende Abbildung keine Drehung
sein. Information: Es handelt sich um eine Spiegelung.

1 1
i 13-

(Naheres dazu im Text 21200 ,Kongruenzabbildungen®)

Spiegelungs-
Richtung

_1_3__4

Das zeigt auch det(A)=

ENEN
Alw

Die Spiegelungsachse ist a: y :% 3-x+3.

-2 -1 0
Ich zeige die Berechnung dazu, was im Abschnitt 4 \

1 1
ausfuhrlich besprochen wird:  Fur Fixpunkte gilt x'=Xx < (X) = x£1 2 J+ y(Z 3 +
2

x=1x+143-243 Ix-1J3y+3J3=0]-V3
&
=13x-1y+2 1

Daraus erhalt man dieses Gleichungssystem: {

2V3X=3y+5=00 (9 stellt dieselbe Bedingung dar wie (1)
~IV3x+3y-2=0] (2)

Also sind alle Punkte, die (1) erfiillen Fixpunkte. Aus (1) erhalt man vy =% 3:-x+3

In der Graphik wurde die Spiegelungsrichtung dreimal eingetragen, senkrecht zur Achse a.

Zusammenfassung:

Haben bei einer affinen Abbildung mit X' =x-a+y-b+¢ die
die Vektoren aundb den Betrag 1 und sind orthogonal sind, dann wird das Einheitsquadrat

auf ein anderes Einheitsquadrat abgebildet. Dann liegt eine Kongruenzabbildung vor.

Das kann eine Verschiebung, eine Drehung oder eine Achsenspiegelung. Es gibt jedoch noch eine
vierte Moglichkeit: Die Gleitspiegelung. Diese Abbildung entsteht als Verkettung (Nacheinander-
Ausfuhrung) einer Drehung oder Verschiebung mit einer Achsenspiegelung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 9:

Achsenspiegelung

Das ist die Gleichung aus Beispiel (8) nur ohne Verschiebungsvektor ¢ .

Abbildung des Dreiecks : A(2]-3), B(5]-2),

o1 )8 )2

(5 HTN-E5)-Ga)

C(411)
ke A6

A'(-1,60]3,23)

B'(0,775,33)

C'(2,8712,96)

Tipp: Mit Hilfe der Matrizenrechnung kann man alle Bildpunkte auf einmal berechnen:

vo| 3 %@(2 5 4]_ 1-243
W3 3 8 2 UL VB
M

Man schreibt die Ortsvektoren von A, B und C in eine
Matrix M, die man mit der Abbildungsmatrix multipliziert.
Man erhalt dann die Ortsvektoren aller drei Bildpunkte

in der Ergebnismatrix M'. Das ist vor allem dann gunstig,
wenn man einen guten Rechner als Hilfsmittel hat.

In der 1. Zeile wurde die Abbildungsmatrix definiert und

u genannt. In der w. Zeile wird diese mit der Matrix M der
drei Ortsvektoren multipliziert. Rechts die exakten Koor-
dinaten der Bild-Ortsvektoren.

In der 3. Zeile steht dasselbe mit Naherungswerten.

Spiegelungsachse:

5J3-V3 1J3+2
sJ3+1 2 f3-1
i1 E Fertig
Define u=| 2 2
Lo
2 2
|2 5 4 33 5 3
4.5 1 fSJ‘ L.

=

3 .
2 1 2f3-
2 2

-1.59808 0.767949 2.86603
3,23205 5.33013 2.9641

[§]

B N
.

by
-
—,

Nachdem man wie in Beispiel 8 herausgefunden hat, dass eine Achsenspiegelung vorliegt, muss man

die Spiegelungsachse berechnen. Sie besteht aus lauter Fixpunkte. Fir sie gilt: X'=Xx:
Aus X'=x +y( ] folgt dann f(zx( J+y(2 J
el B
— 1yl 1x_1
Als Gleichungssystem geschrieben: X=X "7 J§y 2% fy 0
y=21V3x-1y «/_x—zy 0 ( )

Multipliziert man (1) mit J3, folgt Gleichung (2).
Beide Gleichungen sind also identische Bedingungen.

Also ist eine Uberflissig.

Fixpunkte sind somit alle Punkte, die (1) oder (2) erfillen.

Beides sind Geradengleichungen.

Aus (2) folgt: y = %«/gx . Das ist die Spiegelachse.

/ Y pbb. 3 \
7

Spiegelung eines Dreiecks

K F. Bucksd | MatheGrafix,

Friedrich Buckel
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. ., (0,6 0,8). - _
Beispiel 10 X —( 0.8 O,BJX Achsenspiegelung an y = 2x

Berechne die Bildpunkte des Dreiecks A(1|-1), B(3|-5), B(7]2)
und zeichne dann die Dreiecke ABC und A'B'C".

., (-0608)(1) (-06-08) (14 "
& _(0,8 o,csj'(-J‘( 0,8—0,6j_(0,2j = A'(-14]02)
-, (0,6 08)(3) (-18-4,0) (-58 . )

° _[0,8 0,6) (—5J‘(2,4—3,0j‘(_0_6J = B'(-58]-0,6)

= _0,6 0,8 7 _ _4:2"1‘1,6 3 _2,6 '
- _[0,8 0,6)[2}_( 5,6+1,2J_(6’8j = C'(-26]6,8)

.
¥

Erklarungen: Die linke Abbildung ist entstanden, indem ich die 6 Punkte gemafR ihren Koordinaten

eingezeichnet habe. Dann habe ich die Urbilder mit den Bildpunkten verbunden und habe zu diesen

drei gestrichelten Strecken die gemeinsame Mittelsenkrechte a eingetragen. Jetzt erkennt man, dass

es sich um eine Geradenspiegelung an a handelt.

Die rechte Abbildung zeigt am Beispiel des Bildpunktes C' von C, wie man ihn vektoriell als

Linearkombination der neuen Basisvektoren @ und b erzeugen kann:
== -0,6 0,8
ocC'=7]-| ~%5 | +12]-

(05)2{os)

In der Abbildung erkennt man, wie der Ortsvektor OC' des Bildpunktes C' von C(712)

aus den Komponenten 7a und 2b erzeugt wird. Ich habe zur besseren Erkennung das Gitternetz

weggelassen.

Achtung: Mit 3',b',¢' wurden oben die Ortsvektoren der Punkte A',B',C' bezeichnet.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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P - (2 0. (-12) . . .
Beispiel 11 X'= (0 _2jx+( 5 j ist eine Streckspiegelung

Zuerst wird der Ursprung O(0|0) nach O'(-12|6) verschoben wird.

Von dort aus tragt man die Bildpunkte durch die Vektoren O'P'=x- [5} + y( Ozj ab.
3 —“/b

Diese Basisvektoren haben die Lange 2 (also liegt eine Streckung mit diesem Faktor vor,

und sie sind orthogonal, denn a b= [5]( 02] = 0. Nun kommt aber noch ein ABER:
Die Determinante der Matrix ist det(A) = é 02 = -4 Dieses Minuszeichen deutet darauf hin, dass

der Drehsinn eines Dreiecks geandert wird, wie bei einer Geradenspiegelung.

Abbildung von A(6]5), B(9]5),C(9]0,5):
o 2l (” o)4) = wers
- - Im Text 62215 wird gezeigt,
2 5 10+6 4 wie sich diese Abbildung aus
einer zentrischen Streckung
B — 2 0)(9 2 18-12) (6 6 4 und einer
“lo —2)15 + _10+6) " | -4 = |_) > Geradenspiegelung
zusammensetzt.
a (209 +(_12J 1812
lo -2) 105 6 -1+6

A
Y A
51 c
4..
3..
2..
X
14 —
of 1 273 4 5 & 7 8
_l..
-2..
37 “y
& o 3
-4 . ' 1 =— & >
A B i 9a |
r |
a1 |
oo I
Links wurden die Punkte gemaR ihren Koordinaten 24 {
eingetragen, rechts wurden A'und B' vektoriell Ao — I :
. _ . - 42 10 8 -6 -4 -2 Oh_ 2 4 %
konstruiert durch die Basisvektoren a, b _ " \:
— 2 0 — (12} —— (O |
O'A'=6- 5 OA'= A= I
(olf (2}5‘ [6 ]* (4] e —Hmm B
= 2 0 — (12} —= (6
O'B'=9- 5. OB'= B'=
ol 5%} (7))
Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Aufgabe 2
Berechne die Bildpunkte des Dreiecks
a) i':(g _12}? mit A(0]0), B(3]4), C(-2]%)
b) i‘:(_; ?)m(‘f) mit A(0]0), B(5[-2), C(-5]2)
o) %:(8;2 813)-2 mit A(-3|-2), B(3|-3), C(0|5)
d) f(:(fﬁ i*%}i mit A(4]-2), B(ﬁ|—2ﬁ), c(-315)

Friedrich Buckel
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Losungen Aufgabe 2

. (1)_12](8}(8) N A'(0]0)=A (Fixpunkt)

b) x':(‘; f)m(‘fj a=

-

(

E

2
o= G (32 () = e
e=(2 NE (D) (555 2)-(5) = e

o (o503 x =057/ (3)-(36%)-(3) = A

5= (0 03] (3)-(58223)-(15%) = eusi-)
(05 o) (5)-(33) = c(15135)

%_ﬁ .(4 _ —2&45}[—3&}3 A'(—3\/§|_*/§)

o
Il
| |

&

-1V2 -1V2 W2\ -2 {—NENE —2
(32 2 (V2 ) _(1-2)_(8) B
> ~1J2 —12 {-2&}‘(—1&]‘(1) B(-311)
o[22 N2 ) (3 _[(3V2+342)_(42) ~
o~ S et ot

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2  Affine Vektorabbildungen

2.1 Abbildungsgleichungen fiir Vektoren

Durch x'=xa+yb+c¢  werden Ortsvektoren abgebildet,
u,

durch '=ua+ub werden Vektoren abgebildet.

Fur die zugehorige Vektorabbildung entfallt also der ,Verschiebungsvektor” ¢ .

Eine Gerade g gehe durch P,(1]4) und P,(6]2).

Daraus folgt fiir den Richtungsvektor G=PP, =X, - X, = (g] —(1] = [ 52j

Nun fihren wir eine beliebige affine Abbildung durch: X' =A-X+c.

Bildpunkt von P;: X,'=A-X,+¢C,
Bildpunkt von Pa: X,'=A-X,+C
Richtungsvektor der Bildgeraden:
u'=P'P,'=X,"-X,"=(A-X, +C)— ( ) A-X,—A-X, =A-(X,-X,)=A-U

Ergebnis: u'=A-u *)

Fir die Vektorabbildung gilt also: m (d. h. der Verschiebungsvektor ¢ entfllt.)

e e -
(L)1) = i
o -ren = 8 (2)( L)

Zur Kontrolle berechne ich jetzt den Bildvektor mit der Abbildungsgleichung fur Vektoren:
L = 5 ~_(1 2\ 5 5-4 1
s TR S FIEE AR

Zur Erinnerung:

Ein (Pfeilklassen-)Vektor ist eine Menge aus unendlich vielen Pfeilen, die alle dieselbe
Lange und Richtung haben. Jeder einzelne Pfeil ist also ein Reprasentant seines Vektors.
Wenn man also einen Vektorpfeil verschiebt, erhélt man als Bild einen anderen Pfeil der aber
zum gleichen Vektor gehoért. Somit ist das Bild eines Vektors (also der Pfeilmenge) bei einer
Verschiebung derselbe Vektor (dieselbe Pfeilmenge).

Mit anderen Worten: Eine Verschiebung bewirkt bei einem Vektor nichts:

Daher muss man bei einer Vektorabbildung der Verschiebungsvektor weglassen.

Ein Ortsvektor ist dagegen kein Vektor im Sinne der Definition sondern nur ein einziger
Pfeil, der im Ursprung beginnt und zu dem Punkt zeigt, dessen Ortsvektor er ist.
Ortsvektoren hat man eingefuhrt, damit man mit ihnen rechnen kann, was bekanntlich

mit Punkten nicht geht.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.2 Lineare Abbildungen
Es ist guinstig, fur Abbildungen auch eine Funktionalschreibweise zu verwenden.
Es sei a die Abbildung, die den Vektor U auf u' abbildet.

Dann schreibt man: u'=a(d).
Oder mit einer Abbildungsgleichung:

bzw. a(i)=A-u

Die affinen Vektorabbildungen haben zwei wichtige Eigenschaften, die helfen, Berechnungen zu
vereinfachen: (Man nennt sie Linearitat.)

Lu; a(+V) = a(d)+a(V) J
L2: (ki) =k-o(d)

L1 bedeutet, dass das Bild des Summenvektors gleich der Summe der Vektorbilder ist:

Das heildt, dass es egal ist, ob man zuerst addiert und dann abbildet,

oder ob man zuerst abbildet und dann abbildet.

L2 bedeutet, dass das Bild des k-fachen Vektors gleich dem k-fachen des Bildes ist
Das heifdt, dass es egal ist, ob man zuerst das k-fache berechnet und dann abbildet,

oder ob man zuerst abbildet und dann davon das k-fache berechnet.

Beispiel: Gegeben sei die Vektorabbildung: a(l) =u, Gj +U, (_21)
Ich wende das Kommutativschema an.
(Nach rechts wird abgebildet, nach unten addiert):
Dazu untersucht man zwei verschiedene Reihenfolgen:
(1) =2 %, a(@)=-
5 2 4 n
HEEEE — %, g(V)=3 >
-2 5

o @)

(i +7) =1(;)+3(_21j=(-92)=a(ﬁ)+a(\7

Da man auf beide Arten den Ergebnisvektor (

9

-2) erzielt,

sind die Operationen Abbilden und Addieren vertauschbar.

@ ) —= @G (J) |,
v
(3 o agageafd) ) (2)-enie

Da man auf beide Arten den Ergebnisvektor (12:

j erzielt,

sind die Operationen Abbilden und ,Vervierfachen® vertauschbar.

Friedrich Buckel
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Hinweis:
Bei Verwendung der Matrizenschreibweise lautet die Abbildungsgleichung der Vektorabbildung so:
_ 1 -1 = 1 -1).
() =u, (3J+u2 ( 2) bzw. a(u)= [3 5 )u .
Die Linearitatseigenschaften sehen in der Matrixschreibweise so aus:

{ L1:  A(U+V)=Al+AvV J

L2:  A(ku)=k-(AQ)

Ich zeige das Beispiel nochmals, jetzt aber mit Matrizen:

(1) a=(‘52) o, a(a)=(

(A e

9
sind die Operationen Abbilden und Addieren vertauschbar.

-3 w0-(37)3)) p

v v
Sla) = @53 a) ()40

j:(':j=a(a)+a(w

j erzielt,

Da man auf beide Arten den Ergebnisvektor (

(2)

4

16
sind die Operationen Abbildung und ,Vervierfachen® vertauschbar.

Da man auf beide Arten den Ergebnisvektor ( 8) erzielt,

Was wir soeben im Beispiel gesehen haben, beweisen wird nun allgemein:

(1) G U o o (@) = a; by)(up) _(au +bu,
u, a, b, J\u, a,u, +b,u, n
Te e e
v, a, b, )\v, a,v, +b,v,
(U v, o o(i+7) = a; by \(u+vy | _( au+av,+bu, +byv, = (i) + (V)
u+vs= Uy 4V, - a, b, \u, +v, ) \au, +a,v, +b,u, +b,v,
~ (u = a,; by\(u au, +bu
2 7| Y a ocu:[1 1)(1}2(11 12)
@) K (uzj (©) a; by J\uy ) (@5uy +b,uy K
\4
~ (kuy o o (8 by\(kuy ) _(aku +bku, ) ol
ku_(kuzj a(ku)_(az b, \ku, | ~ | aku, +b,ku, =k-a(0)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Man nennt diese beiden Eigenschaften die Linearitat der Abbildung.

SATZ: Die affine Vektorabbildung ist linear.

Beweis in Vektorschreibweise:

Es sei a(t) =u,a+ub die gegebene affine Vektorabbildung.
(1) Dannist  a(U+V)=(u+Vv;)a+(u, +v,)b=ud+v@+ub+v,b
= (U@ +ugb) +(v,@+v,b) = a(t) +a(V)
(2) Und a (k) = (ku, )@+ (ku, )b =k-(u@+u,b) = k-a(d)
Was zu beweisen war.
Eine einfache Folgerung daraus ist:
(3) a(ri+sv)=r-a(i)+s-a(v)

Soll das Bild einer Linearkombination berechnet werden, dann reicht es, die Bildvektoren zu

berechnen und dann analoge Linearkombination zu berechnen.

Beispiel: Nehmen wir an, es sei U= (;) V= (_23) mit U'= GJ und v' = (Oj

4

und wir suchen den Bildvektor zu

Dann ist

Die funktionale Schreibweise ist:

a(70-8v)= (X(?CI)+0L(-8\7) = 7-a(ﬁ)—80t(\7) =7u'-8v'

Das habe ich jetzt ohne Kenntnis der Abbildungsgleichung berechnet.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 Abbildungseigenschaften

3.1 Das Bild einer Geraden ist nach einer affinen Abbildung immer eine Gerade.

Information zur Geradengleichung.

Eine vektorielle Geradengleichung ist eine Berechnungsformel fiir die Ortsvektoren

der Geradenpunkte.

Man kann den Ortsvektor OP =X eines Punktes P auf g als Summe zweier Vektoren berechnen.

Man startet im Ursprung und ,bewegt sich langs des Pfeiler O—P1 (das ist der Ortsvektor des

sogenannten Aufpunktes von g) auf die Gerade.

Von P, aus bewegt man sich in Richtung u (das ist der Richtungsvektor von g) auf der Geraden

weiter, und zwar so weit, wie die ,Geradenkoordinate® r (r heil3t Parameter) angibt.

~

K1'i3'4i!'sé7'{39'1'01§

Mathematischer formuliert:

Der Ortsvektor x = OP eines beliebigen Geradenpunktes ist die Summe des Ortsvektors

des Aufpunktes Py mit einem Vielfachen des Richtungsvektors G: X =X, +r-u

Mit dieser Methode installiert man auf der Geraden ein 1-dimensionales Koordinatensystem mit einer
r-Achse, dessen Nullpunkt im Aufpunkt P, liegt. Ich habe einige ,r-Koordinaten® angeschrieben.

Der dargestellte Punkt P gehort beispielsweise zu r = 2.

Die dargestellte Gerade g hat diese Gleichung: X (i) +E](21J

(&2 (52

Der Punkt P hat dann dieselben Zahlen als Punktkoordinaten: ~ P(7]2).

xi
I

Die Berechnung des Ortsvektors von P fur r = 2 erfolgt dann so:

(Ortsvektoren und Punkte haben stets dieselben Koordinaten.)

Man hat die Ortsvektoren erfunden, weil man mit Punkten nicht rechnen kann.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Wie bildet man eine Gerade affin ab?

Beispielrechnungen

1

(1)  Gegeben die affine Abbildung a.: X' = (1 _15}"( +[;J und die Gerade g: X = (i)+@[21j

Man setzt fir X die Berechnungsformel aus der Geradengleichung ein:

- (2 -3)|(3 2 1 y
G (4 !
91 ' o
Die Matrizenrechnung gestattet das ,Ausmultiplizieren® ol ! i
(das ist die Linearitat!): 5
Xy
_1 1 61
2 2 -3 .(3)_”. 2-31(2 N 1 NS
11 4 11 -1 2 st 9
., (6-2 4+1 1 r 5
X_[3+4j+r (2—1}(2) .
2 X
Bildgerade: g': i'=£gj+-(4;5j 1}
Das Ergebnis ist wieder die Gleichung einer Geraden. Q T A A A A A gj
) Die Abbildung i':[g'g _10;34)& heikt Euler-Affinitzt.

Information: Ihr einziger Fixpunkt ist der Ursprung. In Richtung u, = (2

1) streckt sie mit

dem Faktor 3, in Richtung u, = (;j mit dem Faktor 2.

Wir wollen die Gerade g mit der Gleichung y= %x +1 abbilden.
Dazu bringe ich sie zuerst in Vektorform: X = (?j + rﬁ) .
- 3,2 -0,4 0 2
B h Bil : = 7 e
erechnung der Bildgeraden X (0,6 18 J HJH[J}
< :(3,2 —0,4)(0}”.(3,2 —0,4)(2)
0,6 18 )\ 1 0,6 18 )\ 1 e ™
- (0,4 6 1
d. h X _(1,8 )+r(3j

oder: g': y=3X+2
Hier ist die Bildgerade sogar parallel zum Urbild.
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Nun die allgemeine Berechnung einer Bildgeraden.

Die allgemeine affine Abbildung kann man so darstellen: X'=A-X+¢C
Eine beliebige Gerade: X=X,+r-U

Bildgerade durch Einsetzen:

d. h. X'=(A-X, +C)+r-(A-U)
- Do
X1 u

Das Ergebnis ist wieder eine Gerade mit der Gleichung: X

Man kann diese Rechnung auch ausfiuhrlicher aufschreiben:
- a, b, c,
X'= X+

b2 CZ

Die allgemeine affine Abbildung kann man so darstellen:

Abbildung einer beliebigen Geraden:

Zusammenfassen:
a, X, +b,y, +¢

(
“~(s E;J (yJ (w2
<

ax1+b1y1+c1j+r(

a,u, +b,u,
a,u, +b,u,

Ergebnis:

Aufgabe 3:

Berechne die Gleichung der Bildgeraden g' von g:

y=2x-4

f) X' = x(jz + y(ﬁj

]

Das affine Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade.

Friedrich Buckel
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Losung Aufgabe 3
- (1 1= oy - (0 1
a) al X —(0 _zjx g y=2x-4 d.h _(_4]“ 2)
; . ' s (11 0 1| _ (-4 3
Bildgerade: g X [0 _2j K_LJH(ZH_[BJH[‘J
Die lineare Geradengleichung hat m = %4
Punkt-Steigungsform:  y-8=-%4(x+4) = y=-2x-2+8 < y=-2x+%
o o e G{PD) e (S0
' 2 1 4 -3 2
. . - (13 1 -1 -2) (-1-9-2 1+6
Bildgerade: X —(2 1)[ _3)+r(2ﬂ+(4j_(2_3+4j+r(_2+2]
' %= -12 o 7
9 (3 0
c) «a f('=(0’8 0’3)5( g f(z(1 +r(_2)
0,2 0,7 4 5
Bildgerade: X.:(o,s 0,3].[(1)+r(—2ﬂ:(0,8+1,2j+r(—1,6+1,5]
' 0,2 0,7 4 5 0,2+28 -0,4-3,5
X'= 2 +r 01
g 37 -39
o (3 0. - (1), (-3
d) o: x':[2 Jx g x:( j+r( )
L 27
1 1 _3
Bildgerade: g': )"(:[i _OJK;)H(_EH:{—ZQJH%
3 2 3 2
1
Man darf den Richtungsvektor durch ein Vielfaches ersetzen: X = ( 22J + r[lj
3
0w BEERE) o 00
2 1 -1 ' 0 -3
. ) . o (14 (A 2 1Y (0 1 2
Bildgerade: g X _[2 _1JK0j+r(_3ﬂ+(_J_(_BJH% bzw.(,]j
oo BB e (0
' 20 -1 -2 4
; : ' s (1 2) (-1 1 3) (-2 9
Bildgerade: g X _(_2 0)[(_2j+r(4ﬂ+(_1j_[ y )+r(_2j
0 e B () e 0
10 1 -1 2
. . . - (-3 2)(0 1 1 (-1 1
Bildgerade; g X _(1 OJK—JH(ZJ}LG)_( 1 j+r[1j

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfiihrung 29
3.2 Parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet.
WISSEN: | Zwei Geraden sind parallel, wenn ihre Richtungsvektoren in der Parametergleichung
Vielfache voneinander sind.
Beispiel: g: Xx= GJH[ 23] und h: Xx= [_52J+s-( 46) sind parallel, weil fiir ihre
. ~ 2 - 4 _
Richtungsvektoren u :( 3) und v :[ 6) git: v==2u-
o ) . - 2 1. (-1
Aufgabe: | Gegeben ist die affine Abbildung a durch x'=[ 1 2]x+[ 1 J
Berechne die Gleichungen der Bildgeraden g'und h' von g und h
und untersuche deren gegenseitige Lage.
.. . o (3 2. ., (2 13 2 -1
Losung: Bildgerade von g: x—(JH (_3). X —(_1 ZJKJH (_3]}+[ 1)
~, (2 1) (3 21 2 -1
X'= . +r- . +
RN PR
G 6+1 i 4-3 -1
(-3+2 -2-6) |1
Ergebnis: g': X' :[gj+r~[_18]
_ (2 4\ _ 2 1)|(-2 4 -1
Bil h: X= . CX'= .
ildgerade von X [5j+s (—6] X (_1 ZJKSJJFS (—6]}{1)
. [4+5 s 8-6 . -1
~(2+10 -4-12) | 1
- 0 2
E is: ' ‘= . .
rgebnis h X (13j+s (—16]
Man erkennt, dass h' parallel zu g' ist, weil der Richtungsvektor von h' das
Doppelte des Richtungsvektors von g' ist.
Merke: Bei einer affinen Abbildung bleibt die Parallelitat erhalten.
Beweis:

Aligemeine affine Abbildung: a: X'=A-X+cC

Beliebige Gerade: g X=X,+r-u
Bildgerade: g': X'=A (X +r-i)+c d.h. X'=(A-X,+C)+r-(A-U)
—_— —
5(*1l Dl
h ist zu g parallel: h: X =X, +r-ku
Bildgerade: h':  X'=A(X,+r-ki)+c¢ d.h. X'=(A-X,+¢)+r-(A-ki)
—_ —
X' k'
Ergebnis: Der Richtungsvektor von h' ist auch ein Vielfaches des Richtungsvektors von g'.

Friedrich Buckel
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3.3 Teilverhaltnisse von Strecken bleiben bei affinen Abbildungen erhalten

Zuerst ein Beispiel: | Gegeben sind die Punkte A(1]4) und B(9|4).

T soll AB im Verhaltnis 3 : 5 teilen. Berechne die Koordinaten von T.

\ 8 4 8 4 %+%

Bedingung fir T: AT :%-Ké

Darstellung durch die Ortsvektoren:

@ . T(414)

A Ao

4 X A AT X 5 Teile B
3 Teile ///r AB
3 ,/
s //
~ T A b
| +a il
1 //
/
/ i
1 2 3 4 5 6 7 8 9

/
s

Allgemeine Rechnung:

Gegeben sind die Punkte A(a, |a,) und B(b, |b,).

T soll AB im Verhaltnis x : y teilen. Berechne die Koordinaten von T.

Die Bedingung fur T lautet: AT =-%X_.AB. Berechnung durch die Ortsvektoren:

X+y
Aus t-d=3%-(b-3) folgt T-a=% b-3% & | +a
t= b-g5-a+a = t=2 b-3%a+308 = t=3X b+ -a
. e . (2 1), (-1
Aufgabe: Gegeben ist die affine Abbildung o durch X'= 12/%% 4 |-

Berechne die Bildpunkte von A, B und T aus obigem Beispiel.

In welchem Verhéltnis teilt T' die Bildstrecke A'B'?

Loésung:

Vorarbeit: Berechnung der Bildpunkte:

Bildpunkt von A(1]4): a'=
Bildpunkt von B(9[4): b’ =[

Bildpunktvon T(4]4): t'= (

Berechnung des Teilverhdltnisses: A'B'= [21j — (5) =

Ansatz: A'T'=k-A'B’

o T (6) = A
e F )5 = seno
L) - o

o o) s} Am(5)6)5)

()

6=16-k| _ [k=%
—3--8-k k=2

Man sieht, dass es eine Losung gibt (beide Koordinatengleichungen liefern dasselbe), und es gilt

wie bei den Urbildern: AT =%«ﬁ bzw. A'T' =%~A'B', d. h. T' teilt A'B' auch im Verhaltnis 3:5.

Friedrich Buckel
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Nun folgt die allgemeine Untersuchung, also der

Beweis, dass affine Abbildungen Teilverhéltnisse nicht verandern:

Auf der Seite zuvor wurde hergeleitet, dass der Teilpunkt T, der AB im Verhaltnis x : y teilt,

durch t = %-5+L-5 berechnet werden kann.

X+y

Nun wird T abgebildetin T', und zwar durch die affine Abbildung: X'=A-X+cC
Es folgt eine trickreiche Berechnung des Bildpunktes T°.
Die Abbildungsgleichung liefert t'=A-t+¢
eingesetzt: t'=A X—5+L +C
: X+y T X+y
rE XB yﬁ -
t'= A‘Fy'l'Am'i‘C
umgeordnet: f‘_)&f—y A~B+Fyy A-a+c
= X sy X+y
d. h. tlzm Ab+XTy'Aa+Fy'C
T X R y 3 X .= y
d. h. t'= 3y Ab+ iy Ad+ 3y Gy
d. h. f'zxi—y (A5+6)+Fyy~(Aé+6)
Und das besagt: f':%y-f)wryy-é'

C

Dieses Ergebnis hat dieselbe Form wie oben. Also teilt auch T' die Bildstrecke A'B' im gleichen

Verhaltnis x : y wie dies bei T und AB der Fall war.

a) Gegeben ist die Abbildung o durch X' :[ ;l

Aufgabe 4

g: f(zcjw(_fj durch Q(-1|3)?

Berechne die Gleichungen der Bildgeraden und weise nach, dass sie auch parallel sind.

b) Gegeben ist die Abbildung o durch X' :[

12;(
0-1) "

:ji Welche Gleichung hat die Parallele h zu

Berechne den 4. Punkt D des Parallelogramms ABCD mit A(-2|5),B(4]6),C(2]7).
Berechne die Koordinaten der vier Bildpunkte A',B',C' undD".
Zeige durch Rechnung, dass A'B'C'D' auch ein Parallelogramm.

Warum ist das zu erwarten?

c) T teile die Strecke AB mit A(5]-2),B(9]7) im Verhaltnis 1:2. Berechne seine Koordinaten.

Berechne die drei Bildpunkte mittels o.: X' = (2 21}”(+(;j .

Rechne damit nach, dass auch T' die Strecke A'B' im Verhaltnis 1:2 teilt.

Friedrich Buckel
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Losung Aufgabe 4

- -14
a) Gegeben ist die Abbildung o durch X'=[_1 3)x.

1
Berechne die Gleichungen der Bildgeraden und weise nach, dass sie auch parallel sind.

S PR [ ) U | RS
I P ) I e H (B Rt

Da g'undh' dieselben Richtungsvektoren haben, sind sie parallel.

- 12).
b) /Gegeben ist die Abbildung o durch X'=[O _Jx. \
Berechne den 4. Punkt D des Parallelogramms ABCD mit A(-2|5),B(4]6),C(2]7) .
Berechne die Koordinaten der vier Bildpunkte A',B',C' undD".
Zeige durch Rechnung, dass A'B'C'D' auch ein Parallelogramm.

QVarum ist das zu erwarten?

- (1
Welche Gleichung hat die Parallele hzu g: x= [JH[ ] durch Q(-1]3)?

xi

/

Parallelogrammbedingung: A -
AD=BC < d-a=c-b < d=a+c-b c
o~ EHY-(3) = otem :
Bildpunkte:
) - wen B - e
A - v o2 - wer
Parallelogrammnachweis: A'D'= (_86) - (_85) = (_01) und B'C’= (1_% _(1_((3 - (—OJ

Wenn in einem Viereck gilt A'D'=B'C', dann liegt ein Parallelogramm vor.

c) | T teile die Strecke AB mit A(5|-2),B(9]|7) im Verhaltnis 1:2. Berechne seine Koordinaten.

(Text 63005 Seite 37). Berechne die drei Bildpunkte mittels o.: X'= (g _21}”( +(;)

Rechne damit nach, dass auch T' die Strecke A'B' im Verhaltnis 1:2 teilt.

AT-1AB| o T-3-1(6-3) o i=1b+2a=2(2)+2(5)=[3] = T(2|1
=1 =S —a_g( —a)<:> =3 +§a—§7+§_2—1 = (?l)

= (0 2)5 1) (-3 . 1 T 2
a —(2 _1](_2j+(2)—(14] = A'(-3]14), ferner A /‘, —
. S : -
e —_— — 7z //—»
B'(15/13) und T'(3]4!). Aus A'B'=(1j) und A'T'=(_1] a/’ e __-""b
A Al
erkennt man, dass auch gilt: A'T'=1A'B'. Yo
z'/
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34 Wie andern sich Flacheninhalte bei affinen Abbildungen?

Um diese Frage beantworten zu kdnnen, bendétigt man Vorkenntnisse aus der Vektorgeometrie.

WISSEN: [ Der Flacheninhalt eines Parallelogramms, das durch die Vektoren a und b aufgespannt

wird, berechnet man mit dem Betrag einer Determinante: A = ‘det(é,B)‘

- = (1 4
Beispiel: Esseia= S und b= . y
0 3 61 P
Lo |51 I
Dann folgt: det(a,b) = 03 =5-3-0-1=15 il D C
. L $ L
Alsoist: g =|det(a5)| = 15 (FE) Jtn
2 28
Zum Vergleich die Berechnung aus der Mittelstufe: . “ I g
AT E

oy
| 9
m

A=g-h=5.3=15 (FE), denn die
Grundseite hat die Lange 5, die Hohe ist (abgelesen) h = 3.

L K

Der Flacheninhalt F einer abgebildeten Figur andert sich zu F'=F - |det(A)|

Beweis: Die affine Punktabbildung kann man auch so schreiben: X'=x-a+y-b+¢
Damit kann man jeden Bildpunkt als Linearkombination der Vektoren a und b erzeugen.

Man kann das in folgender Darstellung leicht nachvollziehen: (Siehe auch Seite 4 ff.)

Die folgende Darstellung zeigt die Abbildung des Rechtecks OPQR mit O(0|0),P(4]0),Q(4|3),R(0]3)
durch die Abbildung a: Xx'= X.(::\J-i- y(;]J{ 25) auf das Parallelogramm O'P'Q'R'.

'y
(F
51 Affine Abbildung von Flachen

i S
o

Wy

.5 -+
K 0} Buckel / MatheGranx/

Dabei ist @ der Bildvektor von &, und b der Bildvektor von €, . Man erkennt, dass dabei das von

€, und e, aufgespannte Einheitsquadrat (das quasi die MaReinheit der Flacheninhalte darstellt)

in das Parallelogramm Ubergeht, das durch a und b aufgespannt wird.
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Folgerung:

Das Rechteck OPQR hat den Inhalt 12 FE (12 Einheitsquadrate). Bei der Abbildung durch o geht
dieses Uber in das Parallelogramm O'P'Q'R' mit dem Inhalt 12 ,Einheitsparallelogramme®, womit das

von aund b aufgespannte Parallelogramm gemeint ist.

Das Bildviereck hat also fur den Flacheninhalt dieselbe MaRzahl, nur die Einheit fiir die Flache

andert sich. Sie geht von 1 FE (Einheitsquadrat) in 1 ,Einheitsparallelogramm® tiber.

Esgiltalso F'=12-F,,. Nach den Uberlegungen der vorangegangen Seite, wonach das aus
aund b aufgespannte Parallelogramm den Inhalt ‘det(é,B)‘ bzw. |det A| hat, gilt dann fiir den
Inhalt der Bildfigur: F'=12.|det A|.

Diese Uberlegungen lassen sich auf Dreiecke, daraus zusammengesetzte beliebige Vielecke und

auch auf gekrimmte Figuren Ubertragen, worauf hier verzichtet wird.
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4 Fixpunkte von affinen Abbildungen

Ein Punkt, dessen Bildpunkt mit dem Urbild zusammenfallt, hei3t Fixpunkt.

Man kann auch sagen: Fixpunkte werden auf sich selbst abgebildet.

Nun erinnert man sich vielleicht daran, dass eine Achsenspiegelung unendlich viele Fixpunkte hat,
namlich alle Punkte der Achse.

Ubersicht: Fur Affine Abbildungen gibt es folgende Méglichkeiten:
[

Sie haben (1)  keinen Fixpunkt )
(2) genau einen Fixpunkt

(3) unendlich viele Fixpunkte, die auf einer Geraden liegen
(4) NUR Fixpunkte (die identische Abbildung)

\_ J
Beweis
Gegeben ist o durch X'=x-a+y-b+¢
Fixpunktbedingung: X'=X
Dies fiihrt zu x-a+y-b+c=%x d.h. x-[a1j+y-(b1j+(c1jz(xj
a, b, C, y
bzw. als Gleichungssystem: {a1x thy+c, = X}
a,x+b,y+c, =y

Umgestellt: (8 =1)-x+ b,-y=-c,
a, x+(b,-1)-y=-c,

Jetzt bendtigt man die Grundlagen Uber lineare Gleichungssysteme (Text 61012 z.B. Seite 15):

Ist die Determinante dieses Gleichungssystems ungleich 0, dann gibt es laut Cramerscher
Regel eine eindeutige Lésung, also genau einen Fixpunkt.

-1 b . . . Co
Ist aber D = a1a b ! 1= 0, dann gibt es entweder keine Lésung, oder unendlich viele
2 27
Lésungen.
Beispiele:

Affine Abbildungen mit einer Fixpunktgeraden nennt man Achsenaffinitaten.

Sie haben besondere Eigenschaften und lassen sich gut konstruieren.

[ Siehe Text 21220 ,Achsenaffinitaten” ]

Affine Abbildungen mit genau einem Fixpunkt und zwei linear unabhangigen Eigenvektoren (Siehe
Abschnitt 4) nennt man Euler-Affinitaten.

Sie haben besondere Eigenschaften und lassen sich gut konstruieren.

[ Siehe Text 21230 ,Euler-Affinitaten® ]
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Berechnungsbeispiele fiir Fixpunkte:

(1)  Gegeben: X'= (_21 ?Ji+(51j oder X'= x(_21j+y(?)+(61)

Fixpunktbedingung: X'=X
Folgerung: X = 23)"<+ 1 oder X =X 2 s 3+_1
gerung: (=11 0 =X21)" Y1) o
10;(_ 2 3)?+ -1 X=2x+3y-1
01)7 |11 0 y=-X+Yy

DR B oS B
Aus (2)folgtx =0, aus (1) y=1.  Ergebnis:  Einziger Fixpunktist F(0]1).
(2)  Gegeben: x{f ijf(+(j)0der x'=x(fj+y(ij+(j)
(o 4)x-(3 2[5 b2
AR S/ 5 & I

(2) ist identisch mit (1), also keine neue Bedingung. Alle Punkt, welche (1) erfiillen, sind somit

Fixpunkte. (1) stellt eine Gerade dar: 3y=—x+1 also y=-1x+1.

Dies ist eine Fixpunktgerade. Die gegebene Abbildung heil3t Achsenaffinitat.

I (- R Y/ A . _3 17
(3) X':( 4 4 J-X bzw. X'ZX'[ 4]+y.[4
Wrog W) g
— 7Y (x
Fixpunktbedingung: X'=x d.h. x'[ 4J+y-[4 J:(j
7 3 y

3 1 _ 7 1 _ o
Gleichungssystem: { maXtaTy = X} d h. { PX Ty =0 |+ 4)}
X .

Wix+ gy=y

{7x—\/7~y:0 |:\/7} d. h. {7x—y=0}

J7x - y=0 7x-y=0
Beide Gleichungen fihren auf y = J7 - x (Fixpunktgerade)
Aufgabe 5: Berechne die Fixpunkte zu den folgenden Abbildungen:

T RS 15 S e
d) X'= (; 2))? + (—OSJ e) X = ( X+ (_%_J f) X' = (i _i}“( + [_%_s}
R I T () NI
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Losung Aufgabe 5

o (-1 2) ¢ . S o X)_(-12) (x X=-X+2y X=Yy
a) x_(1 Jx Bed.: X'=X < (yj_(‘l 1) (yj@ {y: Xty {O:x}
Es folgt: F(0]0).
by x=| %k Bed.: -X o xz(1 Zji o {Xz”zy} o {Ozy}
01 01 y=y y=y

Alle Punkte mit y = 0 sind Fixpunkte.
Die x-Achse ist Fixpunktgerade.

9 wfie(R) e xox s GRGIGHE) - B

{2x+ y:1} )

2x+3y=-2| (2)
(2)- (1) =3 = y.=-3
In (1): 2x-3=1 > x =2
Fixpunkt: F(% | _%)

o wag(s) e wex e (1GNNS = Bin )

Die 1. Gleichung besagt, dass x beliebig sein dar, aus der 2. Gleichung

folgt y=-3x+3, das ist dann die Gleichung der Fixpunktgeraden.

(3 1N [ x) (2 1)\(x 3 X=3x+ly+3
HE S voE -l e) T ety

d. h. 5 S0 e {2x-y=3}
{%X— y=%

[ [e-XE,1EN

Die 2. Gleichung ist das Achtfache der ersten und daher Uberflissig.
Alle Punkte, die die 1. Gleichung erfillen, sind also Fixpunkte.

Alsoista: y=2x-3 Fixpunktgerade

N A I R P R et
X = X+ edq.: = + =

T - -2 y) (8 -\y) - y=%2x-3$y-%

2

d. h. {13

Durch (2)-8-(1) erhdltman:  0=-1.

x
Il
|
x
+
S1EN
<
+

Dies ist ein Widerspruch (gegen die Annahme, man kdnnen einen Fixpunkt berechnen.
Ergebnis:  Es gibt keinen Fixpunkt.
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) w-(0803)
9 =02 07

Bed: X'=% o [X)|= 0,8 0,3)( x o x =0,8x+0,3y
R y) 10,2 0,7 )\y y=0,2x+0,7y

0,2x-0,3y =0
-0,2x+0,3y =0

Die 2. Gleichung ist keine neue Bedingung fir Fixpunkte.

Fixpunkte sind also alle Punkte, die 0,2x —0,3y =0 erfillen,

d. h. auf der Geraden y =2x liegen.

Ergebnis:  Es liegt eine Achsenaffinitat vor.

R

N R LR ==

Ergebnis:  Die Abbildung hat genau einen Fixpunkt: F(—3 | 0)

i i':(_;’ _?3]’“(

-6
21

Bed - % o (X2 -3 8 \(x N -6 - X =-3x+8y—-6
: = y) 7 —13)ly)" (21 y=7x-13y+21
4x —8x=-6 |:4 x-2y=-3| (1)
d. h. {—7x+14y=21 |:(-7)} < {x—2y=—3 (2)

M-(2) ergibt den Widerspruch 0 :% .

(Es ist ein Widerspruch gegen die bei Annahme, man kénnte
einen Fixpunkt berechnen.)

Ergebnis:  Es gibt also keinen Fixpunkt.
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5 Fixrichtungen bzw.
Eigenvektoren von affinen Abbildungen
(Siehe auch den ausfuhrlichen Text 21310)
Ein Vektor, dessen Bildvektor ein Vielfaches von sich ist, heifl3t Eigenvektor der Abbildung.
Diese sind sehr wichtig. Denn wenn man eine Fixgerade sucht, dann muss die Bildgerade einen
Richtungsvektor mit gleicher Richtung haben. Die Richtung einer Fixgeraden ist eine Fixrichtung!

Dazu reicht es, dass der Bildvektor des Richtungsvektors ein Vielfaches davon ist.

Beispiel 12: B: X' =(82 83})"( Ganz ausfiihrliche Rechnung:
Bedingung fiir Eigenvektoren: u'=k-u, also
Das heilit; (8:2 gg](ﬂlj - k(ﬁl]
Als Gleichungssystem: {82 : 183 Ez z EE;}
b {(0,8—k)-u1 + 0,3-u, :o} (EWS)
0,2-u,+(0,7-k)-u, =0

Bevor wir weiterrechnen, bendétigen wir einiges aus der Theorie der Gleichungssysteme.
Wir suchen flr die Losung des sogenannten Eigenwertsystemsystems (EWS) Vektoren U #0.
Den Nullvektor schliet man als Lésungsvektor aus (er ist als Richtungsvektor unbrauchbar!).

Allerdings ist der Nullvektor durchaus eine Lésung des EWS.

(Zur Losbarkeit von Gleichungssystemen gibt es die Cramersche Regel: \

Wenn die Determinante der linken Seite (EWS) ungleich 0 ist, dann gibt es eine eindeutige Lésung.

Und die ist dann weil rechts Nullen stehen, der Nullvektor.
Wenn aber diese Determinante Null wird, dann sind die beiden Gleichungen des Systems Vielfache.

Also liegt dann in Wirklichkeit nur eine Gleichung vor, und die hat auch nicht-triviale L6sungen,
Qamit meint man Lésungen, die nicht Null sind. j

Das spielen wir nun durch. Zuerst berechnen wir die Determinante des Systems:

08-k 03
‘ 02 07.k|=(08-K)(07-K)-02:03=..=K ~15-k+05

0,8-k 0,3

Die Bedingung fiir nicht-triviale L6sungen ist ‘ 02 07-k

-0

also k?-15-k+0,5=0 (das ist die charakteristische Gleichung!)

o _15%\15°-4-05 15+05 _

mit den L6sungen 2= 5 5 = {2) 5

Die beiden Lésungen k, =1 und k, = 0,5 heifen die Eigenwerte der Abbildung oder der Matrix.

Nun sollte man nicht den Faden verlieren. Wir haben das Gleichungssystem noch nicht gelst

sondern erst herausgefunden, dass es nur fur k, =1 und k, = 0,5 nichttriviale Lésungsvektoren also

Eigenvektoren gibt. Und die berechnen wir jetzt;
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(0,8-k)-u, + 0,3-u,=0

Das Gleichungssystem flr Eigenvektoren lautete
0,2-u,+(0,7-k)-u, =0

} (EWS)

Und wir haben berechnet, dass es nur flir die Eigenwerte k, =1 und k, = 0,5 Eigenvektoren

gibt, also Lésungen, die nicht der Nullvektor sind.

Eigenwertsystem fir k, =1: {(0,8—1)-u1 + 0,3-u, = 0}

0,2-u,+(0,7-1)-u, =0
dh -0,2-u,+0,3-u, =0 (1)
Y 0,2-u,-0,3-u,=0
Man erkennt, was die Theorie fir diesen Fall vorausgesagt hat:

(2) istdas (-1) fache von (1) und daher Gberfliissig.

Der gesuchte Eigenvektor ist also Lésungsvektor der Gleichung (1) oder (2).

Berechnung der Lésung: -0,2-u,+0,3-u, =0

0,3u, =0,2 u, | 10

3u, =2u,
Bei einer Gleichung mit zwei Unbekannten kann man eine frei wahlen.
Damit keine Briiche entstehen, wahleich u, =3r, reR

Dann folgt 3u, =2-3r = u,=2r

Eigenvektor ist damit Uy = (g:) = r[g) d. h. alle Vielfachen von [gj mit u,'=u,.

Eigenvektoren fiir k, =0,5: {(0’8_0’5)“1 + 0,3-u, = 0}

0,2-u,+(0,7-0,5)-u, =0

dh 0,3-u,+0,3-u,=0 [:0,3

o 0,2-u,+0,2-u, =0 [:0,2
Beide Gleichungen fiihren zu u,+u, =0
Ich wahle jetzt u, =seR,dannfolgt u, =-s

-1

Eigenvektor ist damit U, = (_ssj = s( 1

j, d. h. alle Vielfachen von (_11) mit d," = 14,

Gesamtergebnis:

Die Matrix A (bzw. die zugehorige Abbildung o hat zwei linear unabhéangige

Eigenvektoren U, =@j mit G,'=U, und U, =(_11) mit G,' =20, .

Mit jedem dieser Eigenvektoren ist auch jedes Vielfache ein Eigenvektor. Wenn man das weil3,
reicht es, das Ergebnis so aufzuschreiben.

Ausblick:  Wenn unsere Abbildung Fixgeraden hat, dann kénnen sie nur in Richtung dieser

Eigenvektoren verlaufen.
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Nach dieser Langversion der Eigenvektoren-Berechnung zeige ich,
wie kann sie kirzer aufschreiben kann, und welche Text man dazu verwenden konnte.

Kompakte Losung:

Gegeben ist die Abbildung B:
Bedingung fiir Eigenvektoren:

Eigenwertsystem: {(
(EWS)

Charakteristische Gleichung:
d. h.

Eigenwerte:

0,8-k)-u, + 0,3-u,=0 0,8-k 0,3 \(u
oder =0
0,2-u,+(0,7-k)-u, =0 0,2 0,7-k)\u,

s 0,8 0,3 <
10,2 0,7

u'=k-u, also

0,3

0,8 -k
0,7-k

0,2 ‘:O

k?-15-k+0,5=0

. - 15+4152-4-05 15+0,5 _{1

w2 2 2 0,5

Berechnung der zugehérenden Eigenvektoren:

EWS fir ky = 1:

{(0,8—1)-u1+

0,2-u,+(0,7-1)-u, =0

03-u,=0| [-0,2:u+03-u,=0] (1)
0,2:u,-0,3-u, =0/ (2)

Die Gleichung (1) ist ein Vielfaches der zweiten, weshalb es unendlich viele Losungen gibt.

Aus (1) folgt:

Eigenvektoren sind u, = (3r] = r(3j , also alle Vielfachen von (3) .

2r 2

0,3u, =0,2u;, < u,=%u,.

Ich wahle u; = 3r und erhalte u, = 2r.

2

Sie gehoren zum Eigenwert k, =1, d. h. fir sie gilt: u,'=u,

EWS fir k; = 0,5:

{(0,8—0,5)~u1 +

0,2-u,+(0,7-0,5)-u, =0

Aus beiden Gleichungen folgt

Wahlt man z. B. uq =, folgt u, = -r und wir haben als zweiten Eigenvektor: u, = (—rrj = r-[1 j

also alle Vielfachen von (_11

d. h. fur sie gilt: u,'=1-0,

[:0,3

0,3.u2:0} bzw. {0,3~u1+0,3-u2:0} o

0,2-u,+0,2-u, =0

u,+u, =0

-1

j. Sie gehéren zum Eigenwert k, =0,5,

Unsere Abbildung ist eine Parallelstreckung.

Hinweis:
Gegeben o

Bedingung fir Eigenvektoren:

d. h.

Charakteristische Gleichung:

d. h.

Stellt man diese Berechnung allgemein dar, sieht das z. B, so aus:

X' = AX+¢
A-i=k-U
A-li=k-Ei < (A-KE)i=0

det(A—E)=O
a,-k by |
a, b2—k_0 usw.

Friedrich Buckel
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.. _ 2 -0,5)
Beispiel 13:  Gegebensei a: x'=(2 4’ J-x

Vorarbeit: Fixpunktberechnung:
=% o [X)= 2 -0,5)(x o x =2x-0,5y o x =0,5y (1)
a y) (2 4 )y y=2x+4y 0=2x+3y| (2)
Setzt man (1) in (2) ein, folgt x =y = 0. Einziger Fixpunkt ist der Ursprung: O(O [ O) ,

Berechnung der Eigenwerte:

Bedingung: d.h. A-lG=k-E-Q

Oder gleich so beginnen: A-k-E)-i=0
2-k -0,5) . .
Eigenwertsystem : ‘u=o0 (EWS)
2 4-k
e . - . 2-k -0,5
Charakteristische Gleichung fiir Eigenwerte: o 4_kIT 0

d. h. (2-k)(4-k)+2-05=0 d.h. k?-6x+9=0
Einziger Eigenwert: K, = 6+ 3(25 49 _ 3

Eigenwertsystem zu k = 3:

2-3 -05 Gied o -1 -0,5)(u;) (0 -u,-0,5u, =0
2 4-3) 2 1 )lu,) 0 2u,+ u,=0

Aus beiden Gleichungen folgt u, = —2u,. Wahle u, =r e R , dann folgt u, = -2r, dann erhalt

r

man U= (—Zr) = r~(_12), also alle Vielfachen von ( 1 ) mit U'=3-U.

-2

Einzige Fixgerade ist g: y =-2x (Siehe Abschnitt 6)

Erklarung der Abbildung: / Iy

Punkte auf der Fixgeraden haben
ihr Bild auch auf g.

So gilt: FC'=3-FC.

4 Scherstrecku ng\

Fur alle anderen Punkte, die also
nicht auf g liegen, gilt folgendes: \

Zuerst fuhrt man eine zentrische |
Streckung vom Fixpunkt F mitk = 3 \
aus:

FA*=3.FA bzw. FB*=3.FB.

Dann fiihrt man eine Scherung aus,

bei der g als Achse wirkt.

B* wird parallel zu g nach B* ,geschert®,
A* analog.

\
\
Eine Abt_)ildung mit einem Fixpunkt und \\ Scherung
genau einer Fixgeraden durch den \
Fixpunkt heilt Scherstreckung. %
\
\ X

Mehr im Text 21221.
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Aufgabe 6: Berechne die Eigenvektoren zu folgenden Abbildungen:

(1 2) . (1A
a) x':(o _J-x b) i':[_23 gjm@ c) x’:[_1 3j-x
o e 0 el 0 L)

Aufgabe 7: Berechne die Eigenvektoren zu

Lésungen ab Seite 47
0 3 -2 13
I O R I O

P I Y [

Aufgabe 8

a)

N
Z
T/
[$ENIEN
|
N[ ©
NG
(0]
N
|
e N
ll\) N
N

f)

7/ N 7\
01 ON
|
—_

[SJCSENEN
| ~lw
N|=
—
=
VR
~
-~ O
N—
-
~—
H
—
—
~
VR
— —
[
—
N—

Lésungen Seite 52/53

(1) 2':(_11 :ji mit £ —1 @) z-:(:z% ;j;( ) X':(_tg —%j;(

a) Bestimme die Anzahl der Eigenwerte in Abhangigkeit von t.
b) Bestimme im Falle nur eines Eigenwertes die Eigenvektoren.

c) Bestimme den 2. Eigenwert, wenn der andere -1 ist - Nicht im Falle (2) bearbeiten.

Aufgabe 9

Lésungen Seite v54

a) A= (S _ab) mit b= 0. Zeige, dass die Matrix keinen Eigenwert besitzt.
b) A= (2 gj mit b=0. Zeige, dass die Matrix zwei Eigenwerte besitzt.
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Losung 6a) Bestimmung von Eigenvektoren

- 1 2) . = = _ -
x'=(0 1]'x Bedingung: A-u=k-u| d.h. A.u=k-E-u
bzw. (A-k-E)-Gi=6
. 1-k 2 -
Eigenwertsystem : ‘u=o0 (EWS)
0 -1-k
o . - . 1-k 2
Charakteristische Gleichung fiir Eigenwerte: 0 -1-kl= 0
d. h. (1-k)(-1-k)=0
Eigenwerte: k=1 k, =-1

Eigenwertsystem zu k; = 1:

1-[ 2 ). . 0 2)(u) (0 2u,=0 ~
[ . _1_].u—o. = (O —ZJ(UJ—[OJ = {—ZUZ:O < u,=0

Da uy nicht in der Bedingung vorkommt, kann u beliebig gewahlt werden: u, =r e R

1

1. Eigenvektor ist somit U, = (6) = r(o

j , also alle Vielfachen von ((1)) mit u,'=u.

Eigenwertsystem zu k; = -1:

1-[=1 2 s o (2 2)(u :[oj - {2u1+2u2:0}
0 —1-[-1] 0 0\u, 0 0=0

Die zweite Gleichung stellt keine Bedingung dar, aus der 1. Gleichung folgt: u, =-u,

Wahltman u, =reR = u;=-r.

2. Eigenvektor ist somit U, = (_rr) = r(_1), also alle Vielfachen von ( 1 ) mit U,"' = —U,.

1

Lésung 6b)
(2 3) . (1 . _ 2-k 3 \(u) -
X'= (_3 2] . x+(0j Eigenwertsystem: ( 3 2—k][u2] =0
Charakteristische Gleichung: 2~k 310 o (2 —k)2 +9=0
' -3 2-k
bzw. (2-k)* =-9

Da ein Quadrat nie negativ werden kann, hat diese Gleichung keine Losungen.

Es gibt also keine Eigenvektoren.
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.. -, (-1 4) - -1- .
Losung 6¢) X'= [_1 3J-x Eigenwertsystem: [ 1_1 k 3‘_1|J(:|;) =0
e . -1-k 4
Charakteristische Gleichung: P 0
d.h (-1-k)(3-k)+4=0
k?-2k+1=0
(k-1 =
Einziger Eigenwert istk = 1.
Eigenwertsystem fiir k = 1: 1= 4 (U1J =0
-1 3=y,
-2 4\(u) 5 o -2u,+4u, =0
-1 2)\u, ) ~-u,+2u, =0
Die 1. Gleichung ist entbehrlich, also bleibt: u, =2u,.

Wahle u,=reR = u,=2r

Eigenvektoren sind daher u = (er] = r(ﬂ , d.h. alle Vielfachen von Gj mit 4'=u.
Losung 6d) x'= [3(25 f;j .X Eigenwertsystem: (3’;;( 1,_80,—4k) i=0
32-k -04
Charakteristischer Gleichung: ’ =0
arakteristischer Gleichung ‘ 06 1,8—k‘
d. h. (32-k)(18-k)+0,24=0 < k?-5k+6=0
Eigenwerte: k12=5ir ‘25_24=5i1={3
' 2 2 2
Eigenwertsystem flr k; = 3: [3’;& 3 1;30’_43j U=0 < (8,2 :3;1)(3;) = (8]
. . 0,2u; -0,4u, =0
als Gleichungssystem: {0,6u1 120, =0 }

Die 2. Gleichung ist das Dreifache der ersten und daher entbehrlich. Es folgt u, =2u, .

Waéhle u, =reR = u,=2r

Eigenvektoren sind daher U, = (2:) = rﬁj d.h. alle Vielfachen von Gj mit u,'=3u;.
32-2 -04 _ 12 -0,4\(u,) (0
Ei rtsystem fiir ky = 2: ’ T U= ' ’ N
igenwertsystem fiir k; ( 06 1,8—2j i=0 < [0,6 —O,ZJ[UZJ (Oj
. . 1,2u,-0,4u, =0
als Gleichungssystem: {0’ 6u, —0,2u, = O}

Die 1. Gleichung ist das Doppelte der zweiten und daher entbehrlich. Es folgt u, =3u, .

Wéhle u,=reR = u,=3r

1

Eigenvektoren sind daher u, = (3rrj = r(3

] , d.h. alle Vielfachen von (1

3j mit u'=2u.
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o _ 1 1) . Ik 1 o
Ldsung 6e) X'=| 2 _|X+ ! Eigenwertsystem: | 2 U=0
_52 1 -3 2—k
L . -k 1
Charakteristischer Gleichung: 2 5K =0 < (%—k)(2—k)+%=0
—1 2-

k?-2k+2=0 = 2k*-5x+3=0

_5++25-24 _5J_r1_{g

12 4 4 1

1_3 _
Eigenwertsystem fiir k; = 3: (2 2 21 3)(51}:6 = ( 1 1](31j:(gj
2 £732 2 22 2

{_7u1+1u2:0} () (2) ist entbehrlich.

Eigenwerte: k

Wahle u, =reR = u,=r.

Eigenvektoren: U, = C_j = rGj , also alle Vielfachen von Gj mit U,' =34,

1M1 B 1
Eigenwertsystem fir k, = 1: 2 (th =0 & [ 2 1}(”1 j = LOJ
—1 2_ u, -21) (u, 0
_1 =0
{ ﬁr 132 O} & u,=2u, (2)istentbehrlich.
2 2=

Waéhle u, =reR = u,=2r.

Eigenvektoren: U, = (erj = r(?j , also alle Vielfachen von Gj mit u,'=u,
. 6 4 5 6-k -4 u ~
Losung 6f X'= X EWS: 1=
aeh  x=[g ZJee(d e
- ; 6-k -4 2
Charakteristische Gleichung: 4 4 kl™ 0 & k“°"-2k-8=0
Eigenwerte: ki =4, k,=-2.
Eigenvektoren zu k; = 4: Alle Vielfachen von u, = ﬁ) mit u,' = 4u,
Eigenvektoren zu k; = -2: Alle Vielfachen von u, = Gj mit u,'=-2u,
.. 0 K-k -2 (u
Lésung 6g) x'=| 33 %X EWS: (1324 0 ]( 1]:6
T AL YA
ot i Bk % 10 )2, 24
Charakteristische Gleichung: s 10|70 © (3-k)" +2=0
1 13

Das fiihrt auf (%— k)2 =-24.

Diese Gleichung hat keine Losung, da ein Quadrat nie negativ sein kann.
Es gibt keine Eigenvektoren.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



21201 Affine Abbildungen - Einfiihrung 47

Losungen Aufgabe 7 von Seite 43

a) (2 0 j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lé6sung von

0 -1
ORI

-k 0

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ 20 1k ‘ =0 < (2-k)(-1-k)=0

Eigenwerte sind also die Lésungen  k, =2,k, = -1

u, = 1
Eigenvektoren zu kq = 2: 0u;=0 (1) Aus (2) folgt u, =0, (1) entféllt, also u, bel.
-3u,=0 (2)

Losungsvektoren: U, = (6) = r(gj mit U,'=2-u,, reR

3.u,=0 (1)

Eigenvektoren zu k4 = -1: {O-UZ =0 (2)

} Aus (1) folgt us =0, (2) entfallt, also u, bel.
R " 0 0 .
Lésungsvektoren: U, = s)=S| 1) mit U,"=-U,, seR

Ergebnis: Eigenvektoren sind U, :((1)) und U, = (?j mit allen Vielfachen (IMMER!)

wobei gilt: u,'=2-u; und u,'=-u,.

b) (8 _12j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von

(3 (-e = (O
k -2

1_k‘:0 o (3-K)(1-K)=0

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ 38

Eigenwerte sind also die Lésungen  k, =3,k, =1
-2.u,=0 (1)
—4-u,=0 (2)

u=r relR.

Eigenvektoren zu k; = 3: { } < u, =0, uy ist beliebig wahlbar:

Lésungsvektoren: U, = (6) = r(gj mit u,'=3-u, reR

_ L 2-.u;-2u,=0 (1)
Eigenvektoren zu k4 = 1: { 0-u,=0 (2)

Aus (1) folgt us = u,, (2) entfallt, also kann man eine Unbekannte frei wahlen.

Wahleu, =s, se R: Das ergibt u, =s.

Losungsvektoren: U, = (2) = SG) mit

Ergebnis:  Eigenvektoren sind U, :((1)) und U, =(U mit allen Vielfachen (IMMERY!)

wobei gilt:  u,"'=3-u, und u,'=u,.
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c) (1 g) Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von
1=k 3\ (u)_5 o (1-K)u, + 3u, =0
4 2-k)\u,) 4u, +(2-k)u, =0
. - . 1-k 3
Bedingung: Charakteristische Gleichung: | *,~ ,~ =0 < (1-k)(2-k)-12=0
++/ +
Quadratische Gleichung: k?-3k-10=0 mit k,, = 3+ g+ 40 _3 ; [ {?2

Eigenwerte sind also die Lésungen  k; =5,k, = -2

_4 _ 1
Eigenvektoren zu kq = 5: { u +3u, =0 (1)

4u,-3u, =0 (2)
Also ist z. B. u; beliebig wahlbar: u, =4r, re R, ergibt 4u,-12r=0 < u,=3r

Lésungsvektoren: U, = (2;] = r(ij mit U,'=5-u, reR

} (1) ist entbehrlich.

3u,+3u,=0 (3)
4u,+4u,=0 (4)
Also ist z. B. u; beliebig wahlbar: u,=s, seR,ergibt u, =-s

Eigenvektoren zu kq = -2: { } Beide sind Vielfache von u, +u, =0 .

Lésungsvektoren: U, = (_ssj = s( )

j mit G, =20,

Ergebnis: Eigenvektoren sind U, :Gj und U, = (_11j mit allen Vielfachen,

wobei gilt:  u,"=5-u, und u,'=-2u,.
Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von

1-k 0 u ~ (l—k)u =0
2 LY 2 1
[ 5 —%—kJ (uz) ° < { 5u, — (£ +k)u, :0}

0 = (-t <0

o
-
7~ N\
[6INIES

|
[N ©
N——

Bedingung: Charakteristische Gleichung:

Eigenwerte sind also die Lésungen  k, =1,k, =—

= 1
Eigenvektoren zu ky = 1 {5u uo g ((2))} (1) ist entbehrlich.
1 T2 T

Also ist z. B. u4 beliebig wéhlbar: u, =r, re R, ergibt 5r-u, =0 < wu, =5r

. - 1 - _
Lésungsvektoren: u1=(r):r( ) mit u,'=71-u, reR

5r 5
=0 (3
Eigenvektoren zu k, = -1 : {SL: _0 §4;} (4) ist entbehrlich, u,; =0
Also ist u4 beliebig wahlbar: u =s, seR

Lésungsvektoren: U, = (8) = s(gj mit d,'= -1,

Ergebnis: Eigenvektoren sind U, :(lj und u, =(3] mit allen Vielfachen,

wobei gilt: 4,'=1-4, und 4,'=-1u,.
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e) (_2 _12j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von

0
(_zo_k _21_kJ‘(3;]=6 & {(‘2—k)u1+(_2_k)tz%}

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ —20—k —21—k ‘ =0 & (—2—k)2 =0

Eigenwert ist die Losung k=-2
_ u,=0 (1) : :
Eigenvektoren zu k = -2 (2) ist entbehrlich, u, = 0.
0=0 (2)
Also ist u4 beliebig wahlbar: u =r, reR
Loésungsvektoren: u= (6) = r(g) mit u'=-20, reR

Ergebnis: Eigenvektorist U = (gj mit allen Vielfachen, wobei gilt U'=-2u .

f) (5 _1j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von

13
e = {5 e

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ 5;k 3_—1k ‘ =0 < (5-k)(3-k)+1=0

Quadratische Gleichung: k?—8k+16=0 mit k,, = 8£64-64 624_64 -4

Eigenwert ist die Losung k=4

Eigenvektoren zu k = 4 {31 :32 Z 8 ((21;} (2) ist entbehrlich
Also ist z. B. uq beliebig wahlbar: u =r, reR, ergibtu,=r

Losungsvektoren: U = Uj = r(1) mit U'=40 reR

1

Ergebnis: Eigenvektorist U= G) mit allen Vielfachen, wobei gilt u'=4u .

g) (_21 ;j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von
2-k 1 u ) =« (2-Kk)u, + u, =0
( 1 2—k] (uzj‘° = { —u, +(2-K)u, =0
2-k 1

=0 & (2-k)*+1=0

Bedingung: Charakteristische Gleichung: 1 2-k

Diese Gleichung hat keine Losungen, also gibt es keine Eigenwerte
und somit auch keine nicht-trivialen Lésungen des Gleichungssystems,
d. h. nur der Nullvektor ist (unbrauchbarer) Losungsvektor.

Es gibt also keine Eigenvektoren.
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1 3
h) (‘3‘ ﬁj Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von
2 2
(7 F o) = By | s
7 27k 4 3u,+(-4-k)u, =0
1_k 3
Bedingung: Charakteristische Gleichung: | * , —14—k‘=0 e (3-k)(-1-k)-2=0
2 2
Ausmultiplizieren: —T+1k—1k+ k? -2=0
bzw. k2+%k—%g:0 | -4
4k* +k-5=0
-1+J1+4-4.5 149 {1
k1,2 = = =9 _s5
2'4 8 4

Eigenwerte sind also die Lésungen  k, =1k, =—

{ +2u, =0 (1)}

ENTE

Eigenvektoren zu k; = 1
U —5u,=0 (2)

Multipliziert man (1) mit (-2), erhalt man die Gleichung (2), die also entbehrlich ist.
Vereinfachung von (1) durch Multiplikation mit % ergibt —u,+u, =0 < u,=u,.
Also ist z. B. u4 beliebig wéhlbar: u,=r, reR, ergibt u, =r

Losungsvektoren: U, = Uj = rGj mit U,'=U, reR
0

3 3. = 3
{§u1+§u2 ( )} (4) ist entbehrlich.
3u,+3u,=0 (4)

Eigenvektoren zu k, = -3 :
Multiplikation von (1) mit 2 ergibt 2u, +u, =0 < u, =-2u,.
Also z. B. uy beliebig wahlbar: u, =s, seR, ergibt u, =-2s

Lésungsvektoren: U, = (—Zs) = S(—12j mit u,'=-24,

Ergebnis: Eigenvektoren sind U, = Gj und U, = (—12j mit allen Vielfachen,

wobei gilt:  u,'=u, und U,'=-24,.
i) (: ?) mit t =1 Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale L6sung von
1-k 0 v = (1-k)u, =0
. =0 <
t 1-k) (u, t-u, +(1-k)u, =0

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ 1;k 19k ‘ =0 < (‘I—k)2 =0 < k=1
0=0 (1

Eigenvektoren zu k = 1 {tu1 _ 5

g} (1) ist entbehrlich, uy=0, u, =r, reR.

Ergebnis: Eigenvektoren: u =(?j (mit Vielfachen) mit u'=uU undreR.
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ol

) (1 1 j Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung von

1-1
(1—k 1 ) U5 o (1-K)y, +u,=0
1 —1-k) (u, )~ u, +(-1-k)u, =0

Bedingung: Charakteristische Gleichung: ‘ 1_1k —11—k ‘ =0 < (1-k)(-1-k)-1=0

Dies fihrtauf k? =2 < k,, =+J2 (Eigenwerte)

(1-v2)u, +u, =0 (1)
U +(-1-2)u, =0 (2)

Eigenvektoren zu kq = V2

Nun muss man folgenden Trick wissen: Erstens muss klar sein, dass auf Grund der

charakteristischen Gleichung eine Gleichung entbehrlich sein muss. Dann aber muss man

z. B. in (1) die Wurzel vor u, ,wegbringen®. Jetzt kommt der zweite Trick.

Die dritte binomische Formel hilft hier, denn (1-+2):(1++2)=1-2=-1 1

Also wird man (1) mit (1—\/5) multiplizieren. Dadurch entsteht dieses System:
(1—&)(1+«/§)u1 +(1+\/§)u2 =0 (1)
NS A S/

-1

u, —(1+\/§)u2 =0 (2)

—u1+(1+\/§)u2:0 (1)
u—(1442)u, =0 (2)

bzw.

Dann erkennt man, das (1) das Negative von (2) ist, und somit ist diese Gleichung

entbehrlich. Also kann man z. B. u; frei wahlen, etwa u, =r, reR.
Dann folgt aus (2): u, = (1 + \/E)r

~ 1++42 .
Lésungsvektoren: u, = (( - f)r] = r(1 +1\/§J ~ r(z’r] mit

r

(1+42)(1-V2)u + (1-+2)u, =0 (3)
Eigenvektoren zu k, = 2 —

u+(-1++2)u, =0 (4)

,'=~2-4,.

Ich habe dabei bereits in (3) die Multiplikation mit (1 —\/E) durchgefiihrt, was zu

—u1+(1—\/§)U2 =0 (1) .

Dann erkennt man, dass (1) das Negative von (2) ist, und somit ist diese Gleichung

entbehrlich. Also kann man z. B. u, frei wahlen, etwa u, =r, reR.
Dann folgt aus (2): u, = (1 —\/E)r

Lésungsvektoren: d, = ((1 _\/E)r] = r(1 _1*/§j ~ r(0’141j mit

r

D2':_\/5":'2

Ergebnis: Eigenvektoren sind u, = (1+1\/§j und U, = [1_1*5} mit allen Vielfachen,

wobei gilt: G,'=+2-G, und G,'=—/20,.
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Losungen Aufgabe 8
=0 (1 1 . o [—3 t); S [t -3
(1 x _(_1 tjx mit t = —1 (2) x —(_2 Jx (3) X —[_% 1 X
a) Bestimme die Anzahl der Eigenwerte in Abhangigkeit von t.
b) Bestimme im Falle nur eines Eigenwertes die Eigenvektoren.
c) Bestimme den 2. Eigenwert, wenn der andere -1 ist.
o (1N -k 1) (u)_= (1-K)u +U,=0
1 X'= X mit t#-1 EWS: A= ! 2
(1) (—1 tj mi (-1 t—k) (uzj ° < { U, +(t=k)u, =0
a) Charakteristische Gleichung:
1-k 1
1 t-k =0 o (1-k)(t-k)+1=0 < k? —(t+1)k+(t+1)=0
(t+ )2 (1) =4(t+1)  (t+N)2VE-2t-3
k1,2 = 2 = 2 ™)
Vorzeichenuntersuchung des Radikanden t* —2t-3:
Die Hilfsfunktion R(t) =t*> —2t—3 hat als Schaubild eine nach oben gedffnete Parabel
+ ’
mit den Nullstellen t,, = # = {?1 .
Zwischen diesen Nullstellen hat R(t) negative Werte, d. h. fir —1<t <3 hat (*) keine Lésungen,
gibt es keine Eigenwerte und auch keine Eigenvektoren.
Fir t, =3 undt,=-1 hat (*) jeweils nur eine Ldsung, d.h. gibt es genau 1 Eigenwert.
Fir t<-1 odert> 3 ist der Radikand positiv, also gibt es dann aus (*) genau 2 Eigenwerte.
t+1+£+0
b) Eigenvektoren im Fall t, =3: Aus (*) folgt dann k = +—\/— =2,
. . . -u,+u,=0 . .
Eigenvektoren sind dann Losungen des Systems w4u. =0[ Da eine Gleichung
1 2~
entbehrlich ist, kann man z. B. u, frei wahlen: u,=r, reR = u,=u, =r.
Eigenvektoren sind dann U = UJ = r(U , also alle Vielfachen von u = (D , wobei gilt: u'=2-u.
) . t+1+0 , .
Eigenvektoren im Fall t, =—1: Aus (*) folgt dann k =————=0. Dies scheidet jedoch aus,
denn u'=0-U =0 ist nicht brauchbar. (Aus diesem Grund war t = -1 ausgeschlossen!)
c) Nun seik; =-1. Aus k? —(t+1)k +(t+1) =0 folgtdamit 1+ (t+1)+(t+1)=0 < 2t=-3

(=3+1)#y5-2(-3)-3 _—1+3 [4

9 _
2 2 1=k,

also t=-2. Aus (*) erhdlt man dann k, =

Der zweite Eigenwert ist dann k, =—1
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_, (-1t 1kt w) (-1-Kk)u +t-u,=0
2 x'=| 3 X EWS: 3 A = 3 1 2
@) (— 1) ( 2 1—kJ (uzj ° = { —2u, +(1-K)u, =0

a) Charakteristische Gleichung:

-I-k t
‘ - 1_k‘:o o (-1-K)(1=K)+2t=0 & K -Zk+(2t-1)=0 |-3
2+.,/4-12-(6t-1 +16 -
3k* -2k +(6t-1)=0 mit k,, = 5 ( ):2_ 1: 2t
Vorzeichenuntersuchung des Radikanden 16 —-72t:
Erist positivfir 16-72t>0 < -72t>-16 < t<%=%. Dann gibt es 2 Eigenwerte.
Er wird O fir t :g . Dann gibt es genau einen Eigenwert.

2
Er wird negativ fur t > 9" dann besitzt die Matrix keine Eigenwerte und keine Eigenvektoren.

2¢J0 1

b) Eigenvektorenim Fall t=2:  Aus (*) folgt dann k = 5 =

3
) ) . -2u,+2u,=0
Eigenvektoren sind dann Lésungen des Systems 5 ; i
-2u,+2u, =0

Die erste Gleichung entsteht aus der zweiten durch Division durch 3, ist also entbehrlich.

Daher kann man z. B. uq frei wahlen: u,=r, reR = wu, =3r.

1

. H 0o r —_
Eigenvektoren sind u = (3rj = r(z

j , also alle Vielfachen von U = Gj , wobei gilt: u'=7-u

t =3

3 j)”( Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Losung von
2

t-k -2 (u1)_* (t_k)u1 —3U,=0
) I R

a) Charakteristische Gleichung:

_ _3
K00 o (-K)(E-K)-220 o K -(1+tk(it-2)=0 |.2

(3) >"<'={

1
2

4

-k

_3 1
2 2

2k* —(2t+ )k +(t-2)=0 (¥

(2t+1) (241 -8(t-2) (2t+1)£V4C +4t+1-8t+18 (2t+1)£ 4t —4t+19

1,2
’ 4 4 4
Vorzeichenuntersuchung des Radikanden 4t° —4t+19:

Die Hilfsfunktion R(t) = 4t> —4t+19 hat als Schaubild eine nach oben geéffnete Parabel

4+16-4-4-19

ohne Nullstellen, denn sie waren bei t,, = 2 gR,

Also hat der Radikand nur positive Werte, d. h. dass es fur jedes t genau zwei Eigenwerte gibt.
b) entfallt also.

c)  Wennk;=-1ist, erhdltmanaus (*) 2+ (2t+1)+(t-2)=0,waszu 3t+2=0,also t=-
fuhrt. Dazu berechnet man dann den Eigenwert:

) (2:(-1)+ )24 5-4-(-1)+19 1+ [T+1419 1+ B 149 {i=k2
12 = 4 = 4 =

1
4

4 4
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o4

Losungen Aufgabe 9

a) A= (z _ab) mit b =0 . Zeige, dass die Matrix keinen Eigenwert besitzt.
. . a-k -b \fu;) (0
Eigenwertsystem: ( b a- k)(uzj = (Oj
.. . a-k -b 2 2 2 2
Charakteristische Gleichung b a- k‘ =0 o (a-k)"+b*=0 < (a-k) =-b

Da b =0 ist die rechte Seite negativ.
Da ein Quadrat nicht negativ werden kann, hat diese Gleichung keine Lésung.
Also gibt es keine Eigenwerte und folglich auch keine Eigenvektoren.

b) A= (z ta)j mit b=0. Zeige, dass die Matrix zwei Eigenwerte besitzt.
. . a-k b u) (0
Eigenwertsystem: ( b a- k)(uzj = (Oj
L. . a-k b 2 2 2 2
Charakteristische Gleichung b a k‘ =0 & (a-k)" -b*=0 < (a-k) =b
Daraus folgt: la—k|=1b]
bzw. a-k==x|p|
ki, =a+|b|

Da b # 0 sind diesen beiden Eigenwerte verschieden.

Friedrich Buckel
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6 Fixgeraden von affinen Abbildungen

6.1 Wichtige Theorie

Als Fixgerade bezeichnet man eine Gerade, die durch die gegebene Abbildung als Punktmenge fest
bleibt. Das bedeutet, dass jeder Punkt einer Fixgeraden einen Bildpunkt hat, der wieder auf dieser
Geraden liegt. Eine Fixgerade besteht aber nicht unbedingt aus Fixpunkten. Wenn eine Fixgerade

aber aus lauter Fixpunkten besteht, dann nennt man sie auch Fixpunktgerade oder Achse.
Am Beispiel der Achsenspiegelung kennt das jeder:

(1) (1) Die Achse a, an der gespiegelt wird, besteht nur aus

Fixpunkten: Z. B. F'=F . Sie ist eine Fixpunktgerade.

(2)  Jeder zur Achse senkrechte Gerade (g1, 92, 93, -..)
sind ,einfache“ Fixgeraden. Ihre Punkte werden durch

die Spiegelung ,auf die andere Seite von a“ gespiegelt,

andern also ihre Position, bleiben aber auf der Geraden.
M(mit Ausnahme der Schnittpunkte dieser Geraden mit der

Achse: Sie sind ja Fixpunkte. )

Auf Grund der Uberlegungen des letzten Abschnitts kénnen Fixgeraden nur die Richtung von
Eigenvektoren haben. Das hei}t, wenn eine affine Abbildung keine Eigenvektoren besitzt,

dann gibt es auch keine Fixgeraden.
Betrachten wir zuerst die Fixpunktegeraden.

Es seien P und Q zwei FixPpunkte einer Fixpunktgeraden.
P und Q sind also Fixpunkte. Dann gilt natlrlich P'=P
und Q'=Q.

Also folgt fiir den Vektor P'Q' =PQ.

Schreibt mandas so:  P'Q'=1-PQ, dann wird Klar:

Dieser Vektor ist ein Eigenvektor der Abbildung und zwar mit dem Eigenwert 1.

Man kann sich daher merken:

Zu einer Achse (Fixpunktgeraden) gehort stets als Richtungsvektor

ein Eigenvektor mit dem Eigenwert 1.

Wir untersuchen nun, wie man die Fixgeraden findet. Dazu muss man zuerst die Fixpunkte der affine

Abbildung bestimmen.

Wir beweisen noch zwei wichtige Satze, bevor es mit den zahlreichen Beispielen losgeht.
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Satz 1:

Eine Gerade, die durch einen Fixpunkt geht und die Richtung eines

Eigenvektors hat, ist eine Fixgerade.

Beweis: Die Abbildung sei o.: X'=AX+¢C

F sei ein Fixpunkt von o und U ein Eigenvektor mit dem Eigenwert k.

Es gilt also: u'=k-u.

g sei die gegebene Gerade durch F in Richtung u:
X=Ff+r-i

Dann hat die Bildgerade diese Gleichung:
X' :A-(f+rﬁ)+6

)"('zA-?+A~(rD)+6

X':(A~f+6)+r-(Aﬁ) *)

Weil F Fixpunkt ist, gilt: f'=A-f+c=f
und fiir die Vektorabbildung gilt: uU'= Au=ku weil U Eigenvektor ist.
Damir folgt aus (*):
g':  X'=f+r-(ki)
Damit hat g' denselben Aufpunkt wir g und eine Vielfaches des Richtungsvektors.

Also ist g=g', also eine Fixgerade.

Satz 2:
Der Schnittpunkt zweier Fixgeraden ist ein Fixpunkt.

Beweis:

g1 und g, seien Fixgeraden und ihr Schnittpunkt sei F.

Weil g, eine Fixgerade, also liegt der Bildpunkt F' von F auch auf g;.
Weil g, eine Fixgerade, also liegt der Bildpunkt F' von F auch auf g,.
Also liegt F' auf g; und auf g,, ist also mit dem Schnittpunkt F identisch.

Da F'=F ist, muss F ein Fixpunkt sein.
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6.2 Affine Abbildungen mit einer Fixpunktgeraden (Achse)

Wissen: Eine Achsenaffinitat hat stets einen Eigenvektor mit dem Eigenwert 1.

ﬁ. Fall: Hat die Abbildung einen zweiten Eigenwert (ungleich 1), dann hat sie \
durch jeden Fixpunkt in Richtung des zweiten Eigenvektors eine Fixgerade.
Sie verlauft in Abbildungsrichtung: Parallelstreckung.

2. Fall: Hat die Abbildung keinen zweiten Eigenwert (ungleich 1), dann heif3t sie Scherung.

K Sie hat dann alle Geraden parallel zur Achse als Fixgeraden. )

Ich zeige flnf Beispiele: B1: Eine (orthogonale) Achsenspiegelung (Spezialfall der Parallelstreckung)
B2: Eine Parallelstreckung
B3: Affinspiegelung (Schragspiegelung, Spezialfall der Parallelstreckung)
B4 und B5: Scherungen

_ ., (06 08, (-24 .

Beispiel 14 X _(0,8 —0,6)X+( 4,8) Achsenspiegelung

Fixounkte S_% o [X)_(08 08)(x) (-24) _ [04x-08y=-24] (1)
P - y) o8 -06/ly)"| 48 —0,8x+16y=4,8[ (2)

Gleichung (2) ist das (-2)-fache von (1), also keine neue Bedingung. Fixpunkte sind somit alle,

die (1) erfullen. (1) stellt die Gerade y = 7 x +3 dar. Sie ist die Achse.

Die Spiegelung von F4 an a ergibt wieder F1.

Abbildung von A(3|7) und B(6]1)
4 _(06 08)(3) (-24)_(18+56-24)_(5
~10,8 -0,6 )\ 7 48 ) 124-42+48) \3
5 _(06 08)(6) (-24)_(36+08-24)_(2
10,8 -0,6 )\ 1 4,8 ) 14,8-0,6+4,8 9

Ergebnis:  A'(5]3) und B'(2]9).

Bei Achsenaffinitaten kann man die
Abbildungsrichtung (Affinitatsrichtung)

auf zwei Arten finden:

1. Moglichkeit: Berechnung von PP':

557 25— | [08), o[ 08 ) (24 [, o(O)]_,[-04), (08, (24
08) Y -06)" 48 0)" Y1 08 ) Y -16)" 48
. . _ _ (-04) , (-0,4) (04 , -0,4
Trick: Geschickt ausklammern: = x( 0.8 j Zy( 0.8 ]+6( 0.8 j_ (x 2y+6)(0’8].

Die Richtung von PP ist also die von (_00’84) bzw. von V = (_1) _

Hinweis: Fr Punkte der Achse wird Ubrigens (x -2y + 6) Null. Dann folgt PP'=6.
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2. Moglichkeit: Berechnung der Fixgeraden mittels Eigenvektoren:

Eigenwertsystem:

Charakteristische Gleichung:

Eigenwerte:

Berechnung der Eigenvektoren:

EWS firk =1:

Wahle u, =reR = u,=2r

EWS fir k = -1:

Wahle uy=reR = u,=-2r

Ergebnisse: Der Eigenvektor u, =(

06-k 08 (u)_ (0
08 -0,6-k)lu,) (0
‘QG—k 0,8

0,8 —0,6—k‘:0 = (0,6-k)(-0,6-k)-0,64=0

k2-1=0 = k?=1

Ky, = +1

06-1 08 (u)_(0) _ (04 08)(u)_(0
08 -0,6-1)lu,) "0 0,8 -16)lu,) "0
{‘0’4“”0’8“2 :0} () (2) ist entbehrlich.

0,8u,-16u, =0 (2)

Eigenvektoren sind u, = [2;) = rﬁj also alle Vielfachen

2y o~ -
von (J mit u,'=u,.

(65" el (o) = (a5 04 ur)=(6)

16u,+0,8u, =0| (1) _ .
{qu1 +0,4u, :0} 2) (1) ist entbehrlich.

Eigenvektoren sind u, = (_;rj = r(_12j ,

also alle Vielfachen von (_12) mit u,'=-u,.

2) mit dem Eigenwert 1 gibt die Achsenrichtung an.

Der Eigenvektor u, = (—12j mit dem Eigenwert -1 gibt die Affinitatsrichtung an, also

Wegen U, -U, =(

die Richtung der Fixgeraden. (Siehe Graphik.)

j( 1 ) =2-2=0 sind diese Vektoren orthogonal.

-2

Also wird senkrecht zur Achse abgebildet.

Und da F,A'=-FA ist, liegt eine Achsenspiegelung vor. (Siehe Graphik).

Ein weiteres Merkmal ist folgendes:

Wenn [a| = ‘5‘ =1 istund ab =0 ist, liegt eine Kongruenzabbildung vor. Wenn dann noch

det(é,B) =—1 ist und eine Achse vorhanden ist, dann haben wir eine orthogonale Spiegelung.

Friedrich Buckel
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- ) Lo (11 N C A
Beispiel 15: o: x_(o zjx bzw. X'=x (0j+y (2J

. Vo X 1 -1)(x x=x—y} {y:O}_
Fixpunkte: X'=X = =S = :
: (yj (0 2]@ {y=2y y=0
Die x-Achse ist also Fixpunktgerade.
1-k 1) . .
Ei rtsystem: U=
igenwertsystem ( 0 2—kJ u=o0
e . 1-k -1
Charakteristische Gleichung: =0
0 2-k
Dies ergibt (1-k)(2-k)=0 < k,=1undk,=2 (Eigenwerte)
Eigenvektoren fiir k; = 1: Aus (*) folgt: 0-Nis o [0
0 1 u,=0
Demnach ist uq beliebig, also u, =r, reR undu,=0: U, = (g] = r(;j
. . -1 -1 . . -u,-u,=0 (3)
E kt flr ky = 2: Aus (*) folgt: U= v
igenvektoren fur k; us (*) folg (0 OJU IR= { 0-0 (4)}
Da (4) entbehrlich ist, kann man z. B. u, =s, seR wahlen.
Aus (3) folgt dann U =-U,=-s: i, = [_ssj =s. [_11j :

Ergebnis: Eigenvektoren sind alle Vielfachen von u, = [;j mit u,'=u

und von U, :(_U mit G,'=2-4,.

Fixgeraden sind neben der Achse noch alle Geraden in Richtung u, (also durch jeden Punkt
der Achse = Fixpunkt): y=-x+n, neR

Die Zeichnung zeigt, wie jeder Punkt, /
der nicht auf der Achse liegt, in Richtung

von U, mit dem Faktor 2 (= Eigenwert k)

gestreckt wird: F,A' = 2F, A .

Daher der Name ,Parallelstreckung®.

Eingezeichnet sind drei Fixgeraden ga, gs. gc

und ihre Schnittpunkte mit der Achse:
Fa, Fs und F¢ sind Fixpunkte. \_

Zu den Achsenaffinitaten gibt es den Spezialtext 21320.
Dort erfahrt man auch, auf welch einfache Art man Bildpunkte und Bildgeraden konstruieren kann.
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Beispiel 16: 2':[; 21}*( Schragspiegelung

Fixpunkte: Bed.. X'=X < (X]=(1 _1]()(] =N {x:x—y} =N {yzo}:
y) (0 2)ly y=2y y=0

Die x-Achse ist also Fixpunktgerade.

1-k 2 -

Ei rtsystem: -u= *

igenwertsystem ( 0 —1—kj u=o0 ()
o . 1-k 2
Charakteristische Gleichung: o = 0 d.h. (1-k)(-1-k)=0
Eigenwerte: k,=1und k, =-1

Eigenvektoren fiir k; = 1:  Aus (*) folgt: (181 _12_1)0 =0 & [8 _22)0 =0 & {_22322 :8}

Also wird uy = 0. uy ist frei wahlbar: u;=reR

Eigenvektoren: u, = (6) = r(gj , also alle Vielfachen von (3) mit u,'=u,.

Eigenvektoren fir k; =-1: Aus (*) folgt: [é g) -U=0

Das fihrtzu u; +u, =0 bzw. u, =-u,. Wahle u;=reR = u,=-r.

Eigenvektoren: u, :( r j: r(_11), also alle Vielfachen von (_11) mit u,'=-u,.

Fixgeraden: 1. Die x-Achse ist Fixpunktgerade,

2. Alle Geraden in Richtung u, = (_11): y=-X+n, neR

Die Affinitatsrichtung ist die von u, = (_11) und wegen u,'=-u, liegt eine Schragspiegelung vor.

In der Zeichnung sind g4, g» und g; Fixgeraden in Spiegelungsrichtung.

A, B und C werden an der x-Achse
- a % [ Schrigspiegelung | )
schrég in Richtung U, gespiegelt. ' 4l chragspiegeiung

~

an der x-Achse

~
~
N

Die Spiegelung entsteht dadurch, \\3"
— Y
dass z. B. FA abgebildet wird 40|

zu FA'= —FA . Dadurch liegt A"
auf der anderen Seite von F wie A.

k&‘.uckel | MatheGrafix

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



Affine Abbildungen - Einfiihrung 61

21201
Beispiel 17: o X'= (_22 0(’)5);( +(_a’5j Scherung.
1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X

22(2 O,5j)~(+(—0,5j o Ix= 2x+1y—% 0= x+4y—-2| (1)
20 1 y = -2x +1 0=-2x- y+1] (2)

Da (2) das (-2)-fache von (1) ist, stellt (2) keine neue Bedingung dar.

Also sind alle Punkte, die (1) I6sen, Fixpunkte.

o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse): |y =-2x+1

2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:
. ) 2-k 0,5\(u;) (O
Eigenwertsystem: ( ok j(uzj = (Oj

Charakteristische Gleichung: ‘2__2k Z’j:O & —k(2-k)+1=0 < K -%+1=0

4 - +
Eigenwerte: Kip = 2+ 24 4. 250 =1 Doppelte Lésung.

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:
. oy 2-105)\u) (0 u,+0,5u, =0
Eigenwertsystem zu k = 1: ( 5 4 )(Uzj = (Oj & {—2u1 ~u, =0
(2) ist ein Vielfaches von (1), also ist (1) entbehrlich. Wahlt man u;,=reR = u, =-2r.

Eigenvektoren sind daher u = (—;r) bzw. alle Vielfachen von (_12) mit 4'=u.

Oder: Bestimmung der Abbildungsrichtung:
PP =X'-% =X 2 + 0,5 + —0.5]1_ X 1 + 0 =X 1 + 0.5 + 0.5
2o )T o) Y1) 7 =2) Y1) 1
557 0,5 0,5) (0,5)_ (05
PP—ZX(_1j+y(_1j (_1j_(2x+y ‘I)(_J

Wenn 2x+y—-1=0 ist, also wenn P nicht auf der Fixpunktgeraden liegt, dann ist PP’ = r~(_2] .

4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:
1. o hat eine Fixpunktgerade: y =-2x+1

2. Da o nur einen Eigenvektor hat, muss man mit der Methode Seite 30 untersuchen,

ob es noch weitere Fixgeraden in Richtung u = (_12) gibt.

Diese spezielle affine Achsenaffinitat mit nur einem Eigenvektor heitt Scherung.

www.mathe-cd.de
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Details zu dieser Scherung

- RV D

Fixpunktgerade (Achse): a: y=-2x+1
Fixgeraden P1, P2, P3 Alle Parallelen zur Achse.

' L (2 1\(0), (-1) (0+5-12 (2]
Punktabbildung: A(0|5)—2—>A'(2|1), denn a'= 2 2 |= 2 2=

Wenn man B(2 | 9) abbilden mdchte, kann man mittels A und A' den Bildpunkt konstruieren:

Da man A und A' kennt, zeichnet man die Geraden g = (AB) ein.
Diese schneidet die Achse a im Fixpunkt F(-1|3).
Die Bildgerade g' geht durch die Bildpunkte A' und F'=F.

Nun ist bekannt, dass bei der Scherung jede Parallele zur Achse eine Fixgerade ist.

Also ist die Gerade p; durch B, parallel zu a, eine Fixgerade, auf der also auch B' liegen muss.
B'ist daher der Schnittpunkt von g' und p;.
Analog dazu wurde der Bildpunkt von C(-3|—1) konstruiert.

Beobachtung: Die Abbildungsrichtung ist in dieser Halbebene von a entgegengesetzt wie
in der anderen Halbebene, in der A und B liegen.
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Beispiel 18: Zum 2. Fall: o: x-z[og

. 0 3\x X = 3y
Fixpunkte: X'=X X 2 2
P s o (3)-(536) © bad

. 0-k 2 ). .

Eigenwertsystem: ) -u=0
-2 2-k
Kk 2

Charakteristische Gleichung: ‘ 2 5 2 K ‘: 0 & -k(2-k)+1=0 < k*-2k+1=0
—22-

+4 - +
Eigenwerte: Kip = 2+ 24 4. 250 =1 Doppelte Lésung.

Ergebnis: o hat eine Achse und nur den Eigenwert 1. Also ist o eine Scherung.

Mijza < {:?uft::g ((j))}

(4) ist das £ —fache von Gleichung (2), stellt also keine neue Bedingung dar.

Eigenvektoren: Eigenwertsystem zu k = 1: (

Ichwahle u,=3rreR = -2.3r+u,=0 < u,=2r

Lésungsvektor (Eigenvektor): U= @:j = r@} mit 4'=u.

Dieser Eigenvektor hat die gleiche Richtung wie die Affinitdtsachse, was typisch fur die Scherung ist.

Oder: Bestimmung der Abbildungsrichtung:

s (ol 8ol et

Wenn also —1x+7y #0 ist, alsoy #2x, wennalso P ¢ a, dann ist PP’ ﬂ-@j .

Fixgeraden: Die Achse und alle Parallelen zur Achse:  y=2x+n, neR

Details: Alle Punkte der Achse a sind Fixpunkte. f I \

Alle Parallelen zu a sind Fixgeraden: g4, g2, g Usw.
Wenn z. B. A und A* bekannt sind, kann man
zu B den Bildpunkt konstruieren:

Die Gerade h = (FAB) wird abgebildet

in h'=(FA"). Darauf liegt auch B'.

Andererseits weil® man, dass jeder Punkt,
also auch B parallel zur Achse ,geschert”
wird. Die Parallele zu a durch B schneidet
h'inB'.
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6.3 Affine Abbildungen mit genau einem Fixpunkt.
Siehe Text 21230

1. Fall:

Wenn o genau einen Fixpunkt F hat und verschiedene Eigenwerte hat,

also zwei linear unabhingige Eigenvektoren, dann heit sie Euler-Affinitat

und die beiden Geraden durch F in Richtung der Eigenvektoren sind Fixgeraden

Beispiel 19: o x=(g ])H@

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

Diese Abbildung heitt EULER-Affinitat.

Bestimmung der Fixpunkte: X'=X

FIEGUGIE) = Basyd = b5 &

Aus (2) erhalt man Xe =—%,

F(-0,5[-3,5).

(22

aus (1) folgt dazu Ye=—%=-35
o hat einen Fixpunkt:
Bestimmung der Eigenwerte:

Eigenwertsystem:

Charakteristische Gleichung: ‘ ‘ =0 < -k(1-k)-2=0 < k*-k-2=0

Eigenwerte: Kip=—F7—= =

1+J1+8 143 {2
2 2

Bestimmung der Eigenvektoren:

. =5 -2 13(u;)_ (O —2u,+u, =0
Eigenwertsystem zu k; = 2: ( 5 _J(Uzj = (0] o { 20, — U, =0
Eine Gleichung ist entbehrlich. Wahle u;,=re R = wu, =2r.

Eigenvektoren sind also u, = (er) = r(;j , also alle Vielfachen von G

. S (11w (O Uy + Uz =0
Eigenwertsystem zu k; = -1: (2 2)(%}—(0) < {2u1 +2u, =0

Die zweite Gleichung ist entbehrlich. Wahle u, =reR = u, =-r.

j mit G," = 20,

Eigenvektoren sind also U, =( ' j = r( 1 j also alle Vielfachen von ( ! ) mit u,'=-u,
-r -1 -1

(Schritt:

N

\

Da a genau einen Fixpunkt und zwei linear unabhangige Eigenvektoren hat,

Bestimmung der Fixgeraden:

besitzt a zwei Fixgeraden:
D X= —Ls +r !
9 X=|_35)"2
. X= —0 +r L
9 X=|_35)" "1

bzw.

bzw.
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Details zu dieser Euler-Affinitat

Fixpunkt: F(-0,5|-3,5)
Fixgeraden: g y=2x-25, g y=-x-4
Abbildung: Auf g4: A(0,5]-15)eg,—2—>A'(15]0,5) e g,
wobei FA'=2.AF Streckung mit dem Faktor 2.
Auf gy: B(3|-7)eg,—2—>B'(-4]0)eg,
wobei FB'=-FB Spiegelung an F.

Punkte nicht auf den Fixgeraden: C(2|-3)—2—C'(0]2)

Auf den Fixgeraden liegt jeweils eine Streckung mit dem betreffenden Eigenvektor vor.

Liegt ein Punkt wie C auf keiner der Fixgeraden, kann man sei Bild so konstruieren:

Man zerlegt der Vektor FC in eine Linearkombination aus den Eigenvektoren, in der Konstruktion

reicht dazu ein Parallelogramm:| FC = 7 = i, +30, |und bildet dieses ab. (In der Zeichnung steht

ki, statt 20,) So entsteht: FC'=2'=, '+34,"] Undwegen U,'=2d, und U,'=-,

hat man schnell das Bildparallelogramm mit der Ecke C'.

Hinweis: Weil bei dieser Euler-Affinitat ein Eigenwert negativ ist wird der zugehorige Eigenvektor

bei der Abbildung ,umgekehrt*: u,'=-U,. Daher nennt man diesen Spezialfall Spiegelstreckung.
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. . -, (15 3) . . . : N
Beispiel 20: ar X'=| o o)X Diese Abbildung heifit EULER-Affinitat.
. . - 15 3) (x)_(x 1,5x +3y = x 0,5x+3y=0| (1)
Fixpunkte: x=x e (0,5 2) (y)_(y) {0,5x+2y:y} < {O,5x+ y:O} 2)
Aus (1) — (2) erhdltman y =0, aus (2)folgtdazu x=0.
o hat genau einen Fixpunkt:  F(0]0).
. . 15-k 3 \u) (0
Eigenwertsystem: ( 0.5 2—k)(uzj_(oj
Charakteristische Gleichung: Wk 3 0 (15-k)(2-k)-15=0
g 05 2-k|_ ! =
k?-3,5k +1,5=0 bzw. besser: 2k’ -7k+3=0
NZop 3
Eigenwerte: Ky, = W = {1
2
Bestimmung der Eigenvektoren:
. 15-3 3 u 0 -15 3) (u 0
E rtsyst ks =3: ’ A7 = ' J0 | =
omverspenzoki=s (73 %1 )-(0) = (a5 S0
-15u,+3u, =0| (3) .
{ 050, - u, 0} ) (3) ist das (-3)-fache von (4).
Wahle u; =2r, reR = u,=r:
. I 2r 2 . 2\ .., -
Eigenvektoren sind u, = F 1= , also alle Vielfachen von 1 mit u,'=3u,.
. 1,5-0,5 3 u 0 1 3)(u 0
Eigenwertsystem zu k, = 1: ' ’ AT = 4 =
someramonaio= 110 5 %5} )(a) = fas 45 )0
u,+3u, =0\ (5) .
{0,5u1 +15u, 0} (6) (5) ist das Doppelte von (4).
Wahle u, =reR = u,=-3r:
. o (3 -3 . =3\ . -
Eigenvektoren sind u, = r = , also alle Vielfachen von , mit U,'=ZU,.
Fixgeraden:
r 3
y L] g we 1
Da a genau einen Fixpunkt O(0]0) il EULER-Affinitat A
und zwei linear unabhéangige k,=3
Eigenvektoren hat, besitzt o 5 k, =3 27
genau zwei Fixgeraden: B 1 A 3y,
05U,
g+ )”(:rﬁ} bzw. y=1x und I L u, | - L . | i . )f_.
-3 -2 -1-0 2 3 4 5 6
g2 X= r(_13] bzw. y=-1x -11 9
9 F. Buckel / MatheGrafix

Auf g4 wird mit ky = 3 gestreckt, auf g, wird mit k, =1 gestaucht.....
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2. Fall:  Wenn o genau einen Fixpunkt F hat und einen Eigenwert hat,

und alle Vektoren Eigenvektoren sind, dann sind alle Geraden durch F
Fixgeraden: Zentrische Streckung.

Beispiel 21:  «: x=(§ gjm(i) d.h, xezm(zj "

1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X

() - (-GG - 537 - bR

a besitzt den Fixpunkt F(-2]4).

+

2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:

. . 2-k O u) (0
Eigenwertsystem: ( 0 2—kj(u2j_(0)

2-k 0

Charakteristische Gleichung: ‘0 2 K

‘:0 & (2-k°=0 < k=2 Eigenwert

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:

. =9 2-2 0 Y\uy)_ (O Ou; +0u, =0
Eigenwertsystem zu k = 2: ( 0 2—2][%)_(0) o {0u1+0u2:0

Jeder Vektor erflllt dieses Gleichungssystem, ist daher Eigenvektor

Eigenvektoren sind daher alle Vektoren u, und es gilt u'=24.

4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:

Alle Geraden durch den Fixpunkt F(—2 [ 4) sind Fixgeraden.

Untersuchung dieser Abbildung:

Schreibt man die Abbildungsgleichung so:  X'=2%—f, mit f = (_2‘1)

dann folgt: FP=%-f -
N Also gilt: FP'=2-FP
und FP = x'—f = (2%~ )~ f = 2% - 2f

Das heil3t jeder von F ausgehende Vektor wird auf das Doppelte gestreckt.

Die Abbildung heiRt zentrische Streckung.

Umgekehrt folgt aus dem Ansatz FP'=2-FP auch die Abbildungsgleichung:

PN fc-f:z-(x—?) o |X'=2%-f

Eigenschaften dieser zentrischen Streckung auf der nachsten Seite.
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N Y

Fur alle Punkte P der Zeichenebene gilt: FP'=2.FP
d. h. sie werden von F aus mit dem Faktor k = 2 gestreckt:

Fur jeden Ortsvektor gilt hier: X =f +F
Die Abbildung macht daraus: X' = a(f +F—) = a(f) + a(ﬁ) =f+2.FP,

denn F ist Fixpunkt, also ist oc(?) =f

Alle Geraden durch F sind Fixgeraden, wie g, und g,.
g: X=f+r-v. Dannfolgt: g': )?':a(f+r\7):a(f)+r-oc(\7):?+r~2\7

Also geht g' auch durch F und ihr Richtungsvektor ist kollinear zu dem von g.

Das Bild einer Geraden h nicht durch F ist eine Parallele h'.
Denn: Esseig: x=a+r, dannfolgt g': X'=oa(a+mn)=a(a)+r-a(v)=2a—f+r-(2v)

Also ist der Richtungsvektor der bildgeraden ein Vielfaches von dem der gegeben Geradem-
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Beispiel 22:  «: i':(_1 0)i+(4) Punktspiegelung an F

0 -1 2

Fixpunkte: g=x o [X|=(P O X4 o [x=x4l o [X=2

) y 0 1)y 2 y=-y+2 y=1

o hat den einzigen Fixpunkt F(2[1)

. , “1-k 0 Y(u)_ (0
Eigenwertsystem: ( 0 _1- kj[uzj = (0]

- . . -1-k 0 2 .
Charakteristische Gleichung: ‘ 0 —1—k‘:0 < (-1-k)"=0 < k=-1 Eigenwert.
, _ o (=141 0 Y u)_(0 0)_(0
Eigenvektoren: EWS fir k =-1; ( 0 -1+ 1j(u2j = (Oj (0] = (O)

Also ist jeder Vektor Eigenwert mit u'=-u

. . A
Fixgeraden sind alle Geraden durch F. / \\ y \
Details zur Zeichnung: 4\
\ 1
Fixpunkt der Punktspiegelung ist F(2]1): \\\\
\
Zur Abbildung von A, B oder C wird jeweils 21 '\\ _.__,*\\
der Vektor von F aus umgekehrt: \ SNl
__ T \h'
FA'=-FA usw. \ {n\i
\ : X
Jede gerade durch F ist Fixgerade, weil der 1 0 ‘\\1 ; L v’ I 5
Punkt und Bildpunkt auf dieser Geraden liegen. + "'""A‘ C
\
\
Das Bild einer nicht durch F gehenden Geraden h -2+ 9B\
ist eine Parallele zu h. \-.,‘
\
/ \
- \ /
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3. Fall:  Wenn o genau einen Fixpunkt F hat und keine Fixgerade,

dann heiBt sie Drehung oder Drehstreckung.

1
Beispiel 23: «a: X'Z(E
143

1 1 _ix_1 Ay - _1
Fixpunkte: Xx=X' < f(:[1 2 21 3]" {X fx 2\/1§y} {fx 12\/§y} RE
V34 y=3V3x+3y 3y=33x | 13
{%ﬁh—%y} (1)
3y=3J3x | (2
(1) + (2) ergibt: 23x=0 = x=0undy=0.
Der Ursprung ist einziger Fixpunkt.
1_k _1J3
Eigenwertsystem: 2 2\/— (u1j:0
%\/5 23—k J\U2
1k -1
Charakteristische Gleichung: 2 i3 -0 o (l—k)2+§:0 =N (l—k)2 =-3
%\/g %—k 2 4 2 4

Diese Gleichung hat keine Losung, da ein Quadrat nicht negativ wird.

Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es also keine.

Wie identifiziert man dann diese Abbildung?

/VVISSEN Uber Drehungen:

Wenn sie diese Form X'z(z _baj)?ﬂ": haben mit || =‘5‘ =1 oder det(A)=1,

Dann liegt eine Drehung vor.

Die Abbildungsmatrix hat dann die Form A =(cgsa —smocj
sino  cosa

- /

Also ist a eine Drehung um den Ursprung mit einem Drehwinkel, fir den gilt:

sina = %\/5 und cosa =7 . Daraus ergibt sich a = 60° . Siehe Seite 10 dieses Textes.

Eine weitere Drehung wird auf Seite 11 beschrieben

Es gibt auch einen Spezialtext flir Drehungen und Verschiebungen: Text Nr. 21211
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Beispiel 24: «: i:[:/% _fjh[;jz\%J Drehstreckung um F

o i:@% ‘f}n[;_*zgj e {ﬁi%;fiiég}

2x+3y=4+3 |3 - 24/Bx+3y=4/3+3| (1)
—3x+2y=2-2J3 |-2 23x +4y =4-4J3| (2)

Fixpunkte: X =X

(1) + (2) ergibt: y=7 = y.=1
Damit erhalt man 2x+/3=4+3 = Xg =2
Einziger Fixpunkt: F(2]1)
Eigenwertsystem: (_j/%k _}{ij(ﬂ;j =0
~1-k —/3

Charakteristische Gleichung: -0 o (-1-k)*+3=0 < (-1-k)’=-3

V3 -1-k

Diese Gleichung hat keine Lésung, da ein Quadrat nicht negativ wird.
Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es also keine.

Wie identifiziert man dann diese Abbildung?

- (1) = (B o B " )\
ES|sta—[\/§],b—[_1j = [a]=v1+3=2 und‘b‘_z.
AuRerdem ist a-b=+/3 -+/3 =0, d.h. aundb sind orthogonal.

Also liegt eine Drehstreckung vor, d.h. eine Drehung um F mit anschlieRender zentrischer

Streckung von F aus mit dem Faktor 2 oder -2.

(Ubrigens kann man die Reihenfolge der Abbildungen vertauschen.) )
~ 1 13\, (4443
Ausklammern von 2 fiihrt zu: X'=2 2 2 X+ A1
(gﬁ J (2—2x/§ A
11
Ausklammern von-.2 fiihrt zu: X'=-2. 2_72 3 X + 4+3 (A2)
—i45 2 2-23

cosa —sina

. , dann erhalt man im Falle
sina cosa

Vergleicht man mit der Drehmatrix A= (

Al:  sina= % 3 und cosa = —%. Aus den Vorzeichen folgert man, dass o ins 2. Feld fihrt,
denn nur dort ist sina. >0 und cosa <0.
Im 1. Feld wére sina'=143 = o'=60°:
Also giltim 3. Feld: o =180° —a =120°.

Die Abbildung ist jetzt eine Drehung um F mit 240° mit anschlieRender Streckung von F aus

mitk = 2.
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Drehstreckung. 4 I R
4+ Tl —
3/ oA
Alow_ <
ST 2t
il .
P~
% 3 2 1.0 1 8 3 4 § ©
- )

(413) wurde um F(2[1) um 120° gedreht bis A* (-0,732]1,732)

Dann folgte eine zentrische Streckung von F aus mit k = 2 bis A'~(-3,462,46)

Genave seretnung: 3'=( 1 ~EY8): (48] (4050408 ( 26 | (s40)

Interessant ist folgende Rechnung zur zentrischen Streckung

~=ﬁ=f<—?=x—@
werer()or<(3 D200

2-23

Nun addiere ich die Nullsumme —G)+Gj :

(]33 e

2-243

el A R

2-2J3

(WA

2-23

z

. N (S N
Ergebnis: zZ'= z
° [@ —1]

Diese Gleichung verwendet also den Fixpunkt F als Ursprung fiir z FP

Im Falle A2: sino = -1+/3 und cosa =

1. fihrt o ins 4. Dortist o =360°
oder o

-60° =300°
60°. Die Abbildung ist jetzt eine Drehung um F mit -60° mit
anschlieBender Streckung von F aus mitk = -2

Die Zeichnung enthalt auch diesen Fall. Dort wird A im Uhrzeigersinn um 60" bis

0 L*
A( 5,46 |1 464) gedreht. Dann folgt die Streckung (mit integrierter Spiegelung an F)
Der Bildpunkt A' ist nattirlich derselbe

Friedrich Buckel
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4. Fall

Wenn o genau einen Fixpunkt F hat und genau eine Fixgerade,

( bzw. genau einen Eigenwert ungleich 1) dann heiBt sie Scherstreckung.

(o3

Beispiel 25:

(a)
Fixpunkt-Bedingung:

(52)

Berechnung der Fixpunkte:

%' =% d. h {;iz’”?’zyy E;))}
SO S v

X

Esfolgt: y=0 und x=0. Einziger Fixpunktistalso F(0|0).

Eigenvektoren als nicht-triviale L6sungen von [

Bedingung (Charakteristische Gleichung):

Eigenvektor dazu:

d.

[2—2 3

Bestimmung der Fixgeraden:

2-k

0 2-k
h.

U

ool

0 2—2] !

(2-k)'=0 < k=2 (Eigenwert)

J-s

(5)

o

3u, =0
0=0

Da (6) keine Bedingung darstellt, gilt nur u, =0

Damit ist us beliebig: u,=r, reR = u :(gj:r[;j mit U'=2u.

Somit kann es nur Fixgeraden in Richtung von u = (;j geben.

Weil F(O | 0) Fixpunkt ist, kommt die x-Achse als Fixgerade in Frage.

Gibt es weitere Fixgeraden? Bedingung fiir eine Fixgerade ist:

PP =ti < X-X=

g

oJr BG(6) = f

|

(1)
(2)

Aus (2) folgt y = 0 und aus (1) x =t (also ist x beliebig). Fixgerade ist also die x-Achse.

Beispielpunkte:

A(210): a'zz.@m.@
B(-3]0): B'z—s-@w

c(012): aeo@}z.@
o v-s

Die Richtungen von CC'und DD’ stimmen nicht mit der des Eigenvektors u =[

@ C'(6]4) £ 4 4
- _2] D'(1]-2)

8. e
HERA

A 20 A
1 0 1 2 2 4 5
-1 /D
-2 D'
1) . .
Uberein!
0
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7 _
Beispiel 26: 2':[5 3}(_@
4

Fixpunkte: X=X o (Xj: 2 13 (X)_(Zj PR ?y o 12 ?Y 2
y 2 Iy 1 y=3Xx+5y-1 wXx-zy=1 1]-6
2x-3y=2| (1)
2 1) _ _
& {%x—3y=6} @ (@-(): 2=4 = x=2 = F2I)
Z-k -3 \(u 0
Eigenwertsystem: (2 ]( 1);( )
2 1-k\y, 0
7k -3
Charakteristische Gleichung: 2.0 k‘:O & (Z-k)(1-k)+2=0 < k*-4k+4=0
4 27
Eigenwert: = 221616 126 -6 _,
1_9 _3 3 _
Eigenvektoren zu k = 2: (23 } ](Wj:(g) = [g 2}(”1):(8 =
T 272\ - \u

2u,-3u, =0| (1)
2u-3u,=0J (2)

4

(1) ist das Doppelte von (2). Eine Gleichung ist also Uberflissig.
Waéhle u, =reR = u,=2r.

Eigenvektoren sind u = (er] = r(ﬂ , d. h. alle Vielfachen von (ﬂ mit 4'=2u.
. L N I 57 2 1
Fixgerade ist die Gerade durch F in Richtung u: g: X= 1 +t- 1 bzw. y =X

Beweis, dass es keine weiteren Fixgeraden gibt:

Bedingung fiir die Fixgerade: P'=t-u d.h. x'-x=t-u
-3 (2) (x)_, (2 Ix-3y-2-x=2t
3 1 7))y =t @ Sx+ly-1-y=t
4 2 4 2
{%x—3y—2:2t} (3)

Ix-1y-1=t | (4)

Elimination von t durch (2)—2.(4): x-2y=0 < ist die einzige Fixgerade.

d. h.
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Graphische Darstellung dieser Scherstreckung

g ist die Fixgerade.
F ist der Fixpunkt auf g.

B liegt auf g, ist aber kein Fixpunkt.
Aber FB hat die Richtung des
. - (2
Eigenvektors u = (1) .
Also gilt fir ihn: FB'=2-FB

B' liegt also auch auf g, da g ja
Fixgerade ist.

A und C liegen nicht auf g.

Der Name Scherstreckung erklart,
wie A und C abgebildet werden:

a

-

S

B!

/|
/ —_—
/2FR9 A
/ |
4 |
// |
/ |
'
| ik
-6 /i T
FCLRC

\(ﬁ{

/

Zuerst erfolgt eine zentrische Streckung von F aus mit dem Streckfaktork =2 zu A* bzw.C* .

Dann erfolgt eine Scherung parallel zur Geraden g. C* konstruiert man mit Hilfe von A und A" so:

Die Gerade (A *C*) schneidet die Scherungsachse g in G. Ihre Bildgerade ist (C'G) . Diese

schneidet die Parallele zu g durch A* in A".

Ein Konstruktionsverfahren wird im Text 21245 ,Scherung und Scherstreckung“ beschrieben.

Hier nochmals dieselben Punkte als Dreiecke zusammengefasst.

B?
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6.4 Affine Abbildungen ohne Fixpunkt.

[1 . Fall:  Es gibt nur den Eigenwert 1 und jeder Vektor u = o ist Eigenvektor. ]

3

Beispiel 26: )?':(1 0)7(+@) oder so geschrieben: f(':f(+(2

0 1

Hier werden alle Punkte durch den gleichen Vektor verschoben. Daher ist jede Gerade mit diesem
Verschiebungsvektor eine Fixgerade. Jede Gerade und ihr Bild sind parallel.

Die Fixgerade g4 enthdlt A und A'. Die Fixgerade g, enthdlt BundB',CundC".
Die Fixgerade g;enthalt D und D'.

Die Gerade h, = (AC) wird abgebildet auf h;'=(A'C"). h,undh,' sind zueinander parallel.

Die Gerade h, = (DC) wird abgebildet auf h,'=(D'C'). h, undh," sind zueinander parallel.

j Verschiebung:
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[2. Fall:  Es gibt nur den Eigenwert 1 und nur einen linear unabhangigen Eigenvektor. ]

[ Methode zur Bestimmung von Fixgeraden: \

Bei einer Fixgeraden muss der Bildpunkt von jedem Punkt P dieser Geraden auch wieder auf dieser
Geraden liegen. Und dann muss gelten: PP =t-0
Und das heif3t: X'-x=t-u.
Jetzt ersetzt man X'=A-x+¢ und erhalt:
A-X+c-x=t-u. (1)
Dies kann man so umformen: P'

A-X-E-X+Cc=t-U bzw. (A-E)-u+c=t-u (2)

cd

Aus (1) oder (2) folgt durch Elimination von t
Qe Gleichung der Fixgerade. J

Beispiel 27: X'= (g _11);”((32) (Abbildung ohne Namen)
. S o X=y X=y — 2% _ =
Fixpunkte X'=Xx < {y:2x—y+3} & {0=2x—2y+3} < 0=2x-2x+3 < 0=3

Widerspruch!

Diese Abbildung hat keine Fixpunkte.

%k 1 u 0
Ei rtsystem: 47 =
igenwertsystem (2 —1—kJ [UJ (0]
Charakteristische Gleichung: ‘ _2k 11 K ‘ =0 & -k(-1-k)-2=0 < k®+k-2=0

. -1+J1+8 —-1+3 (1
Eigenwerte: Kip = = =

g 12 2 2 {—2

. A -1 1) (u ) (O -u,+u, =0 _
Eigenvektoren zu k = 1: (2 —2)(%) = (0] = {2u1 _ou, = O} < U =U,

Eigenvektoren sind u, = Gj = r[n , d. h. alle Vielfachen von GJ mit u,'=U,.

. .. 21) (u) (0O 2u, +u, =0 _
Eigenvektoren zu k = -2: (2 J (UZJ_EO) = {2u1+u2=0} S U, =-2u,

Wahle u,=reR = u,=-2r

1 . 1
2), d. h. alle Vielfachen von (_2

Eigenvektoren sind U, =( r2rj = r( j mit U,'=-2U,.

Es folgt nun die Bestimmung der Fixgeraden mit der oben genannten Methode.
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Gestimmung der Fixgeraden:

Bedingung fiir die Fixgerade:

S 1 (0 1) (0 .
Fir u, _(J und X —(2 _1jx+(3j folgt:

Als Gleichungssystem:

Gleichsetzen:

Fixgerade:

Fmaz=té)
\_

3y =3x+3

d. h.

PP = t.0
%'-% = .0
0 z+(%)-x=t(1
2 1) 3) 7%=

0 1)(x 0 X 1 .
(2 _1)()’) i (3) _(yj = k(_zj . Daraus folgt der Widerspruch 3=0.

Also gibt es zu diesem Eigenvektor keine weitere Fixgerade.

(1)
Auf g liegen A(2]3) und A'(3|4) sowie B(—4|-3)

Die Fixgerade istg: y=x+1.

und B'(-3]-2).

Auf g gilt: PP* = (1

1) furalle Peg !

o induziert somit auf ihrer Fixgeraden eine

Verschiebung durch v = (D .

()

wieder eine Parallele zur Fixgeraden, denn ihr

Alle Parallelen zur Fixgeraden haben als Bild

Richtungsvektor ist Eigenvektor in Fixrichtung.
Die Graphik enthalt die Gerade h (y =2x—2) mit dem

Punkt C(-1|-3), die samt ihrer Bildgeraden h'

Nl i

parallel zu g ist. Man kann als Ubung die Koordinaten von C' und die Gleichung von h'berechnen.

(3)  Alle Geraden in Richtung des zweiten Eigenvektors u, = (—12j haben eine Fixrichtung.

Daher sind ihre Bildgeraden parallel dazu. In der Graphik ist k (y = —2x +6 ) mit dem Punkt D(1]4)

dargestellt. Und ebenso die Bildgerade k' mit dem Bildpunkt D'.

(4)

Bildgerade schrag dazu: m': y=-x-3.

Wenn eine Gerade nicht in einer Fixrichtung verlauft wie m (x = —3) , dann ist ihre
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Aufgabe 10: Bestimmung von Fixgeraden

I . s (112 (3
Beispiel 28 a: X _(_4 _1jx+(6j Parallelstreckung

Berechne Fixpunkte und Fixgeraden.

Berechne das Bild von P;(2]2) und der Geraden g: y = —4,5x +11.

Trage alle Ergebnisse in ein Achsenkreuz ein (x-Achse von — 5 bis 5, y-Achse von -6 bis 12)

Zeichne die Bildgerade von h: y = -%x+ 11 ein, ohne zu ihre Gleichung zu berechnen.

Beispiel 29 a:  X'= (jr :Uf( + Gj Scherstreckung

Berechne Fixpunkte und Fixgeraden.

Berechne die Bildgeraden zu h: y=-2x+1,zuk: y=2x-1undzum: y=-2.

Trage Fixgerade und die 6 Geraden in ein Achsenkreuz (—3 <X<7;, -6<y< 7) ein.

I . .o _(3 3, (1
Beispiel 30: o X _(2 _2jx (7j Euler-Affinitat
- . Lo (10, (-2
Beispiel 31: o: X'= (2 3jx+( 3 j Ohne Name
— . L= (32). (1
Beispiel 32: oa:  X'= 45 X+ ° Parallelstreckung
Beispiel 33: a: x=[3 Dz Scherung
) -4 -1 2
3 1 3
Beispiel 34: a: f(':[fe 53ji+[ 524J Schriagspiegelung
5 5 "5
_— . . <. [6-4). (5 -
Beispiel 35: o  X'= (4 _4jx+(4j Euler-Affinitat
Beispiel 36: a: X' =(; ?jf(+(_c)2j Scherung
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Losung Beispiel 28

. s (-1 -1 (3
o X _(_4 _1jx+(6) Parallelstreckung

1. Schritt: Fixpunkte

x:—x—y+3} - {2x+y:3; ()

Die Fixpunktbedingung X'= X ergibt: {y —4xy+6 ax+2y=6| (2)

(2) ist das Doppelte von (1) und daher keine neue Bedingung und entbehrlich.

Daher ist (1) die Fixpunktgerade von o : y=-2x+3

2. Schritt: Berechnung der Eigenwerte: EWS Sk Y- 0
-4 —1-k) (u, 0

Charakteristische Gleichung: ‘_:k _1_1 k‘ =0 o (-1- k)2 —4=0
Eigenwerte: k24+2k-3=0 = Kip = —2% “24+12 - _2;4 - {1_3

3. Schritt: Eigenvektoren zu k = 1:
, _ -1-1 -1 u ) (0 -2u,-u,=0 | (3)
Eigenwertsystem: ( 4 _1_J (Uzj = [OJ o {—4u1 o, - O} ()
Gleichung (4) ist entbehrlich. Aus (3) folgt:  u, =—-2u,. Wéhltman u;=reR = u, =-2r.

1

—2}’ d. h. alle Vielfachen von (—12j mit U,'=1U,.

Eigenvektoren sind also U, =( r2rj = r(

Eigenvektoren zu k = -3:

, _ -1+3 -1 u ) (0 2u,- u,=0]| (9
Eigenwertsystem: ( 4 —1+3j'(uj‘[oj It {—4u1+2u2 :o} (6)
Gleichung (6) ist das (-2)-fache von (5) und daher entbehrlich.

Aus (5) folgt:u, =2u,.  Wahltman u;=reR = u,=2r

Eigenvektoren sind daher u, = Grj = r[;j d. h. alle Vielfachen von Gj mit u,'=-3Uu,.

G. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden: \
1. o hat eine Fixpunktgerade: y =-2x + 3.
2. Weitere Fixgeraden sind alle Geraden in Richtung
_ 1
des Eigenvektors u, = D y=2x+n, neR.
k g 2 [2) y € )
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Zur Zeichnung:

0
11

; V. - (-1 2 0 3 - (7 -8 iy 21
die Gerade g': X _(_4 _1J{r(_9j+(11ﬂ+(6j = x_r(1j+(_5j bzw. y=2Xx+4

Eingezeichnet sind die Achse a: y =-2x+3 und 11 Fixgeraden der Schar y =2x+n, ne R,

Die Gerade g: y=-45x+11 d.h. X =( j+r(_29j wird abgebildet auf

P,(2]2) und sein Bildpunkt P,'(-1| -4) liegen auf der Fixgeraden g;.

Diese Fixgerade schneidet die Achse a im Fixpunkt F, (% | %) .

Beobachtung: Hier wird die Eigenschaft der 2. Eigenvektors erkennbar: Der Vektor

e5 - (2)_(3)_(%] wi i o I i A I s 3o
FP, = o [1]7] 5 wird abgebildet auf FP,'= 4 q)|2]7 53 3|7 e =-3-FP,
2 2 2 2 2

Was sagt uns das? Der Vektor FP, ist ein Vielfaches von u, , also ein Eigenvektor. Und weil

©

dieser den Eigenwert -3 hat, gilt: F,P,'=-3-FP, , was wir also nicht hatten ausrechnen miissen.

Man erkennt auch, wie unsere Abbildung arbeitet: P, liegt auf g, , wird dann am Fixpunkt F,

gespiegelt und der so entstehende Abstand verdreifacht. Man kann so also schnell jeden Bildpunkt
konstruieren. Dabei hilft noch folgende Uberlegung: Die Gerade h: y = -%x +11 geht durch P, und
schneidet die Affinitdtsachse a: y =-2x+3 im Fixpunkt F; (3,2 | —3,5) . Da P, nach P4 abgebildet wird,
kennt man das Bild h' von h: h'geht durch P,'und Fe.

Man kann auch sofort jeden Punkt Q von h abbilden. Man zeichnet einfach die Fixgerade durch Q ein,
Diese ist parallel zu P4P¢* und schneidet h' im gesuchten Bildpunkt Q'.

Diese Uberlegungen werden nochmals sehr ausfiihrlich im Text 62220 (Achsenaffinitaten) dargelegt.
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Losung Beispiel 29
o X'= -1 -1 X + 3 Abbildung ohne Namen
' ~(-4 1 1 9

Hinweis: Diese Abbildung unterscheidet sich von der in Aufgabe a) nur im Verschiebungsvektor.
Die Abbildungsmatrix ist dieselbe, weshalb wir die Eigenvektoren aus a) tibernehmen.

X = —x—y+3} {2x+ y:3} (1)

y=—4x-y+1 4x+2y =1 (2)

Die Rechnung (2)-2- (1) fuhrtauf: 0=-5. Dies ist ein Widerspruch gegen die Annahme,

Fixpunkte: X=Xx' & {

es gabe Fixpunkte. Die Abbildung o hat also keine Fixpunkte.

-1-k -1 u 0
Ei rtsystem: =
igenwertsystem ( 4 1 —k] (Ugj (OJ
... . -1-k -1 2
Charakteristische Gleichung: 4 _1-kl7 0 & (-1-k)"-4=0
Eigenwerte: k»+2k-3=0 = Kk, = 24 24 12 _ _2;4 = {1_3

Eigenvektoren zu k = 1: (_1;1 _1_1 1)(3;) = [gj =N [:‘21 :;j(:';j = (gj

—2u,—-u, =0 (1) : . . . _
{_4u1 oy, - 0} 2) (2) ist keine neue Bedingung. Aus (1) folgt: u, =—2u,.

Wahle u=reR = u,=-2r. Eigenvektoren:( ) also alle Vielfachen von (_12j mit 4,'=1u;,

r
—2r
Eigenvektoren zu k = -3: Analog folgt: Alle Vielfachen von G) mit u,"'=-3u,.
Fixgeraden:

Bedingung fiir die Fixgerade: PP'=t.G, d.h. X'-x=t-u,

vran fara, (Y] wa e (3o (5 )0)(3)(3) ()

—X-y+3-x=t -2x—- y+3=t (3)
—4x—y+1-y=-2t —4x -2y +1=-2t] (4)

Durch (4)+2-(3) erhdltman -8x-4y+7=0 < 4y=-8x+7

Das ist die erste Fixgerade von o .

2. Fall Fir U, = G) folgt: aus X=X =t-U,: (;1 :DG) * Gj - (;) - (2tt)

-x—-y+3-x=t -2x—- y+3=t | (5)
—4Ax-y+1-y=2t —4x—-2y+1=2t|] (6)

Als Gleichungssystem: {

Als Gleichungssystem:

Durch (6)—2-(5) erhélt man 0x+0y-5=0

Dies ist ein Widerspruch (gegen die Annahme, zu u, gébe es auch eine Fixgerade

Ergebnis: Die Abbildung a hat keinen Fixpunkt und nur eine Fixgerade.
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Details dazu mit einer Zeichnung:

(1) Zuerst wéhle ich zwei Punkte der Fixgeraden g: y = -2x+Z:
A(0]%)  Bildpunkt von A: -1 0 L3 0 = A'($]-2)
4 ' -4 -1\5)"1) 7|2 4173

L4\ (-2 _3
B(~2|2). Bildpunkt von B: b':(_l _D(%}Gj:[ﬁj = B(-21%)

Beide Bildpunkte liegen auch auf g. Das kann man erstens nachrechnen, indem man sie in g
einsetzt, also die Punktprobe macht, oder man weil3, dass ja g eine Fixgerade ist, so dass mit

einem Punkt von g auch sein Bildpunkt Element von g ist.

Betrachtet man in der Zeichnung die Pfeile AA’ und BB', so erscheinen sie gleich lang. Auf der

Ubernachsten Seite zeige ich, dass dies fur alle Punkte auf der Fixgeraden gilt. Unsere Abbildung o

induziert auf der Fixgeraden eine Verschiebung um einen Vektor v=AA" =BB" = 2 .

Beweis dieser Aussage: Die Fixgerade hat die Gleichung y = —2x+% bzw. X = (SJH( 12)
7 _

X ist der Ortsvektor eines Punktes P auf g.

Berechnung des Bildpunktes: X'= -1-1), 9 +r 1 + 3
-4 1 T -2 1

. 5 0 5 1
i V= ' = X'— X = 4 — . = 4 = é .
Verbindungsvektor v=PP'=Xx'-X [_%J +r /5 (%j +r/m (_%j 1 (2)

Das war zu beweisen!

2 Der Richtungsvektor von g ist ein Eigenvektor: u, = 1 mit dem Eigenwert 1, d. h. es gilt
T2

u,'=u. Was passiert eigentlich mit anderen Geraden in Richtung dieses Eigenvektors, also

etwa mit der zu g Parallelen h: y=-2x+1, bzw. X = (?j + r-(jzj ?

Bildgerade: h': i':am]ﬂ.m}(j :3(?){?)”@':@”'(_12]

dh y=-2(x-2) & y=-2x+4
h' ist natlrlich parallel zu h, da ja h eine Fixrichtung u, hat.

Als Beispielpunkt wurde C(2|-3) auf h eingetragen. Sein Bildpunktist C'(4|-4) auf h'.
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Die Darstellung enthalt eine Gerade k
in Richtung des zweiten Eigenvektors u,

samt Bildgerade k' (siehe (3).)

und eine Gerade m, die keinen
Eigenvektor als Richtungsvektor hat
samt Bildgerade m'.

¥y >

)

(3)  Jede Gerade in Richtung des zweiten Eigenvektors u, = G) hat als Bild eine Parallele.

Denn dieser Vektor wird auf u,'=-3u, abgebildet, hat also dieselbe Richtung, eine Fixrichtung.

Als Beispiel haben ich k: y =2x -1 eingezeichnet.

Die Bildgerade ist k': y=2x-6.

Hier die Berechnung dazu: k: X = ( 0 j+ r(1j

Bildgerade: k': X'= (:‘1 :D[(_OJ +r- 02} + Gj = (‘21) +r-Uy"
Da u,'=-3-u, ist, kann man als Richtungsvektor auch u, versenden (Fixrichtung).
k' hat daher die Steigung m = % =2 und die Gleichung
y-2=2:(x-4) < y=2x-6
Die Zeichnung enthalt den Punkt D(0|-1) e k und seinen Bildpunkt D'(7|8) ek".
(4) Interessant ist jetzt noch die Gerade m: y=-2 bzw.Xx = [_Ozj +r- (Sj ,
deren Richtung keine Fixrichtung ist.

Als Bildgerade m' berechnet man m': X' (gjﬂ(j) bzw.y =4x-17:

Als Punktbeispiel erkennt man E(0|-2)em — E'(5]3)em’'.
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a(V)=oa(l, +U,)=a(ly)+a(l,)=U,-30, =V

Denkaufgabe fir Fortgeschrittene: /

Eine Gerade g habe als Richtungsvektor

g) und gehe durch A.

v:u1+u2:(

Der Bildpunkt von A sei A'.

Dann kann man den Richtungsvektor von g'

so bestimmen:

Das ist Eigenschaft der Linearitat!

Das zeigt die Darstellung rechts.

\

Man kann das ubrigens mit jedem Richtungsvektor machen:

Man stellt ihn als Linearkombination der Eigenvektoren dar.
- ™

Wenn

dann folgt fur den Bildvektor

P
man z. B. das erhalt: V =40, +5u,:

Vv = 4u, +5u2/

= 401, - 150, ,

denn fir die Eigenvektoren galt: u,'=u, und u, =-3u,.

Und schon kann man v'zeichnen und berechnen.

(Eine sehr wichtige Ubungsaufgabe, die ein wenig das Geheimnis um diese Abbildung liiftet.)
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1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

Losung Beispiel 30

. s (3 3); (1 pr—
o: X _[2 —2))( (7j Euler-Affinitat

Bestimmung der Fixpunkte: X'=X
22(3 3}2_(1j - {x:3x+3y—1} - {2x+3y:1} @)
2 -2 7 y=2x-2y-7 2x-3y=7| (2)
Aus (1) + (2) erhalt man 4x=8 = Xxg=2
Aus (1) — (2) folgt dazu by=-"06 = yr=-1

o hat einen Fixpunkt: F(2]-1).

Bestimmung der Eigenwerte:

. . 3-k 3 u ) (0
Eigenwertsystem: (2 _z_k)(uzj_(oj

3-k 3

Charakteristische Gleichung: ‘2 o

KJ:o < (3-k)(-2-k)-6=0 < k*-k-12=0

. . 1£V1+48 1+7 (4
Eigenwerte: Kip = 5 =5 "3

Bestimmung der Eigenvektoren:

. 3-[4 3 (uj (oj {—u +3u :o} 3)
Eigenwertsystem zu k¢ = 4: = o 1 2
9 y g [ 5 _Z_J u,) L0 2u, —6u, =0[ (4)

Gleichung (4) ist entbehrlich. Wahle u, =reR = u, =3r.

3
1

: 3-]-3] 3 (uj (0) {su +3u :o} (5)
Eigenwertsystem zu k; = -3: = o 1 2
9 y ! [ 2 _Q_J u,) (0 2u,+ u, =0/ (6)

Gleichung (1) ist entbehrlich. Wahle u;,=reR = u,=-2r.

Eigenvektoren sind also u, = (?;r) = r( j also alle Vielfachen von G’j mit G," = [4],

Eigenvektoren sind also U, =(_r2,j=r(_12

(Schritt:

N

Bestimmung der Fixgeraden: \

Da a genau einen Fixpunkt und zwei linear unabhangige Eigenvektoren hat,

besitzt o zwei Fixgeraden:

g X = 2 +r1 bzw. y=2x-25
-1 2
) - (-0,5 1 .
(o7) x_(_3,5j+r(_1) bzw. y=-x-4

Diese Euler-Affinitaten werden ausflhrlich im Text 21240 behandelt.

j, also alle Vielfachen von (_12) mit u,'=-3u,
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Losung Beispiel 31:

At

1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X

go(10)5.(-2) o [x=x-2 o [0=-2 (1)
123 3 y=2x+3y+3 0=2x+2y+3| (2)

Da (1) eine falsche Aussage ist, lasst sich das System nicht |6sen.

a besitzt keine Fixpunkte.

2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:

. . 1-k O u ) (0
Eigenwertsystem: ( 5 3_ kj(uz) = (0)

Charakteristische Gleichung: ";k 304:0 < (1-k)(3-k)=0 < {E =_13 Eigenwerte.
_ , =

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:
. e 1-1 0 Yy ) _ (O 0=0 _
Eigenwertsystem zu k4 = 1: ( 5 3_1j(u2j —(0) = {2u1 +2u, = 0} & U, =-U,.
Wahltman u;=reR = u, =-r.

Eigenvektoren sind daher u, = (—rrj bzw. alle Vielfachen von (_11

. _ a. 1-3 0 u) (0 —2u, =0 B
Eigenwertsystem zu k; = 3: (2 3—3)(u2j_(0J = {2u1:0} < u =0

U, ist dann eine beliebige reelle Zahl.

j mit u,'=u,.

Eigenvektoren sind daher u, = (?j bzw. alle Vielfachen von (2) mit U,'=3U,.

4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:

Bedingung fiir die Fixgerade: PP'=t-u, d.h. X'-x=t-u,
- 1 - (10}, (-2 . 10, (-2) (x)_(t
) Fiir u, _(_J und X —(2 3)x+(3J folgt: (2 3)x+(3j (yj_(-tj
. ) X-2 -x=t 2=t
Als Gleichungssystem: {2x 1 3y+3-y= —t} S {2x +2y-3-= —t}

Ersetzt man tin (2), folgt: 2Xx+2y-3=2 = Das ist eine Fixgerade von o .
sl 0 . Svo o 10, (-2) (x)_(0
(I  Far U2—(1) folgt: aus X'-Xx=t-U,: (2 3jx+(3J (y)_[t)

x—2-x=0 o -2=0 (1
2x+3y+3-y=t 2x+2y+3=t] (2)

(1) ist ein Widerspruch (gegen die Annahme, zu u, gibt es auch eine Fixgerade).

Als Gleichungssystem:

Daher gibt es jetzt keine Losung.

Ergebnis: Die Abbildung o hat keinen Fixpunkt und nur eine Fixgerade.
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Losung Beispiel 32

.o (32), (1
a: X _[4 5)x+(2j Parallelstreckung
1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X
%= 32 %+ 1 - X=2x+2y+1 - 0= x+2y+1| (1)
45 2 y=4x+5y+2 0=2x+4y+2| (2)
Da (2) das Doppelte von (1) ist, stellt (2) keine neue Bedingung dar.
Also sind alle Punkte, die (1) I6sen, Fixpunkte.
o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse): |y =-2x—1
2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:
. i 3-k 2 \(u) (O
Eigenwertsystem: ( 4 5—k](u2j_(0J
Charakteristische Gleichung: ‘3;“ 5%4:0 & (3-K)(5-K)-8=0 < K*-8+7=0
Eigenwerte: k12:8i‘64_28=8i6={7
’ 2 2 1
3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:

Eigenwertsystem zu k; = 1: [3_ 2 j(u1J:(oj = {2u1+2u2:0} & up+u, =0

4 5-[1 0

Wahltman u;=reR = u,=-r.

u, 4u, +4u, =0

Eigenvektoren sind daher u, = (—rrj bzw. alle Vielfachen von (JJ mit u,'=u,.

Eigenwertsystem zu k; = 7: (3_ 2 j(u1 ] = (8) RS {—4u1 20, = 0} & U, =24,

4 5-[7]

Wahltman u;,=reR = u,=2r

u, 4u,-2u, =0

r

Eigenvektoren sind daher u, :( j bzw. alle Vielfachen von Gj mit U,'=74,.

2r
G. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden: \
1. o hat eine Fixpunktgerade: y=—3x-1
2. Weitere Fixgeraden sind alle Geraden in Richtung

des Eigenvektors u, = (;) D y=2x+n, neR.

/
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Losung Beispiel 33

.o (3 1)\, (1
a: x_(_4 _1)x+(2j Scherung
1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X
%= 3 1 %+ -1 x= 3x+y-1 0= 2x+ y-1 (1)
4 2 y=—4x-y+2 0=-4x-2y+2| (2)

Da (2) das (-2)-fache von (1) ist, stellt (2) keine neue Bedingung dar.
Also sind alle Punkte, die (1) I6sen, Fixpunkte.

o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse):

2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:

Eigenwertsystem: (3 _4k 11 k)(31j:(8j
- - 2

Charakteristische Gleichung: 3_:1k _11_4=0 < (3-k)(-1-k)+4=0 < K -%+1=0
+4/4 —

Eigenwerte: Ky, =#=1 Doppelte Lésung.

Eine affine Abbildung mit einem Fixpunkt und dem einzigen Eigenwert 1 ist eine Scherung.

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:

. - 1. 3-1 1 u) (0 2u,+ u, =0 (1)
Eigenwertsystem zu k = 1: (_4 _1_1)(%)—(0) < {—4u1—2u2:0 (2)

(2) ist ein Vielfaches von (1), also entbehrlich. Wahlt man u;,=reR = wu, =-2r.

Eigenvektoren sind daher u = (—;r) bzw. alle Vielfachen von (_12) mit 4'=d.

4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:
1. o hat eine Fixpunktgerade: y=-2x+1

2. Alle Parallelen zur Achse a.

Im Text 62140 erfahrt man, dass eine Scherung stets die Achse und alle Parallelen dazu als
Fixgeraden hat.
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Losung Beispiel 34
3 1 3

o: )”('=[i _5§J7<+(_5 J
5 5

3x4+ly+3o 2
Die Fixpunktbedingung x'=Xx ergibt: {5x+5y+5 X} IS {12

16 3 24 _
sX"5Y~%5 =Y

=
N
alR

1. Schritt: Fixpunkte

Da Gleichung (2) das (-8)-fache von (1) ist, ist (2) Gberfliissig. Es bleibt also nur (1) als
Bedingung firr Fixpunkte. Das heilt: Alle Punkte, die die Gleichung 2x -1y =2 erfiillen, sind

5

Fixpunkte. Durch Umformen kommt man auf y = 2x — 3. Das ist die Fixpunktgerade (Achse).
. . ik 3 u, 0
2. Schritt: Berechnung der Eigenwerte: EWS s s 1) lw 1=
5 2

5
Bedingung fir nicht-triviale L6sungen ist die charakteristische Gleichung:
ik 3

1 _3_
16 : k

5

=0 & (2-k)(-2-k)-£=0 & K-2-£=0 o k=

Eigenwerte sind also k; =1 und k; = -1

3. Schritt: Eigenvektoren zu k =1:

G = GG - TR
5 5 AT = 5 5 || 1 |_ P 591 T 542

[ 1? _%_J [uz 0 % _% u, 0 %u1_%u2 =0
Beide Gleichungen sind Vielfache von —2u, +u, =0

Jetzt wahle ich u=rreR = u,=2u,=2r.

Eigenvektoren sind u, :( r j = r(;j , d. h. alle Vielfachen von G) mit U,'=u,.
Eigenvektoren zu k = -1:

2r
241 L N (u) (0 g u) (0 gU+4u,=0 (3)
5 5 N 5 AT = 517572
[ 5 _%“'J (Uzj (Oj “ (?6 ] (uzj (Oj “ {%W +2u, =0 (4)
Die Gleichung (4) ist das Doppelte von (3) und daher keine neue Bedingung.
Also bestimmt man u4 und u; nur aus (3), die man so umformt: 8u, +u, =0

(SIS TEN

Jetzt wahle ich u=s seR = u,=-8u,=-8s.

Eigenvektoren sind u, :( r j: r[ ! j d. h. alle Vielfachen von (

! mit 6, = -
8r -8 8 2= "2

Ergebnis:  Die Abbildung hat zwei linear unabhangige Eigenvektoren u, = (;] mit U'=u

¥

und az=[ 18J mit @, = g,

FEE R SRR -

G. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden: \ 9
1. o hat eine Fixpunktgerade: y=2x-3. A 2
2. Weitere Fixgeraden sind alle Geraden in Richtung
. _ 1
\ des Eigenvektors u, = (—8) : y=-8x+n, neR. )

Ergebnis:  «a ist eine Schragspiegelung an a.

b | BNE Lo
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Losung Beispiel 35

-8 4)xe(?)

4 -4 4 4x -4y +4 =y 4x-5y=—4 (2)
4-(1): 20x — 16y = —20 (3)
5.(2):  20x-25y=-20 4)
(3) - (4): 9y=0 = y=0 In(1): 5x=-5 = x=-1.
Einziger Fixpunkt ist also F(-1]0).
. , 6-k -4 )(u) (0
Eigenwertsystem: ( 4 —4—kj(u2)_(0j
Charakteristische Gleichung: 6~k 4 1_0 o (6-k)(-4-K)+16=0
) 4 -4-K
k?-2k-8=0
Eigenwerte: k12:2i\/4+32:216:{4
’ 2 2 2
. . 6-4 -4 \(y) (0 2 4\(u,)_(0 2u,—4u, =0| (1)
Eigenvektoren zu k, = 4: ( 4 _4_4)[u2j—(0j = (4 —8) uzj—(oj = {4u1—8u2 ~0 (2)

(2) stellt keine neue Bedingung dar. Wahle u, =reR = u,=2r

2
1

. - . 8 4\u) (0 8u, —4u, =0| (1)
Eigenvektoren zu k, = -2: (4 —ZJEUJ_(O) = {4u1—2u2=0 2)

(1) stellt keine neue Bedingung dar. Wahle u,=reR = u, =2r

Eigenvektoren sind u, = (er) = r( j also alle Vielfachen von Gj , mit u,'=4u,.

r

Eigenvektoren sind u, = (Zr

) = r(;) also alle Vielfachen von G) , mit u,'=-20,

Ergebnis: Die Abbildung ist eine Euler-Affinitat

Fixgeraden sind die beiden Geraden durch F in Richtung der Eigenvektoren:

g+ f(z(_()1j+s(f) bzw. y=1x+1 e

g,: %= [;ﬂ . t(;j baw. y = 2x +2 Euler-Affinitit

9,
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Losung Beispiel 36

(S

Fixpunkte: x=x o [X|= 10)(x + 0 o X=X & 0=0
P ' - y) \21)ly) \-2 y=2x+y-2 x=1
Die Gerade x =1 ist Fixpunkigerade.
. , 1=k 0 Y(u,)_(0
Eigenwertsystem: ( o q_ k)[uzj = (0]
. . 1-k O 2 .
Charakteristische Gleichung: 5 1-kl= 0 & (1-k)"=0 < k=1 Eigenwert.

Es handelt sich also um eine Scherung an der Achse x =1.

. _ 1-1 0 \(u)_ = 00Y)u) (0 _
Eigenvektoren: (2 1_1][%]—0 = (2 Oj(uzj_(oj & 2u,=0

Alsoistu; =0und u, =r e R beliebig.

0

Eigenvektoren sind U= (?j = r(1

), d. h. alle Vielfachen von (?

] mit u'=u4.
Es handelt sich um eine Scherung an der Achse x =1.

Oder: Bestimmung der Abbildungsrichtung:

o xa= o )| (S e o )] (5 )2

Wenn also x =1 ist, also P ¢a, dannist PP’ = r(?) .

Fixgeraden sind die Achse und alle Parallelen dazu: x=c¢, ceR.

Zur Zeichnung: A(3|0)—>é':(; ?j(gj+(_02):(ij = A'(3]4)

Konstruktion von B': Die Gerade h = (AB) schneidet die Achse g in F,. Die Bildgerade h' geht
dann durch F; und A'.B liegt auf h, also liegt B' auf h'.

A :
Abgebildet wird bei einer Scherung parallel / Y \\ F. B A \
zur Achse, das ist die Affinitatsrichtung (blaue c 4T "‘“\' 1,7?___0__ h'
gepunktete Linie). . k L
. ~»C.31 M
Konstruktion von C' analog: Hie: I \\ : ;
: by - S ;
Cek=(BK) = C'ek' usw. i 2T /F. TQB._ |
/s ; \ H - =48
11/ ¥
k', \
\ A X
' - + o A—+—>|
iy
oC-1t |9 ¥
2+
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7 Abbildungsgleichungen erstellen

Fir diese Aufgabenstellung empfehle ich, die Abbildungsgleichung in der vektoriellen Form zu
verwenden: X'=x-U+y-V+W oder X'=x-a+y-b+¢

Die Form mit U und v ist meist glinstiger, denn sehr oft sind die Punkte A, B, C gegeben,

und dann kénnen 3,b und ¢ die Ortsvektoren dieser Punkte bedeuten, was zu Verwechslungen mit

den Basisvektoren der affine Abbildung fihren kann.

Beispiel 1

Gegeben ist das Dreieck A(1]1),B(2]-1),C(-1|0) mit den Bildpunkten
A'(3]1),B'(2]-3),C'(0]-1). Stelle die Abbildungsgleichung auf.

Ansatz: X'=x-U+y-V+W
A, A' einsetzen: G =1-0+1-V+W (1)
B,B' einsetzen: (_ZBJ:2~G—1-\7+\TV (2)
C,C' einsetzen: (_OJz—1-G+O~\7+W (3)
3 -
(1) -(@3): (2) =20+V 4)
) (2} _
(2)-(3): =30-V (5)
-2
] 5) .. _ (1
(4) + (5): (0]_5u = u_(oj

.. e 1 1 1 S (1T (1
Ergebnis:  X'=x (0j+y (2J+(_J bzw. X _(0 2)x+(_1j
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Beispiel 2

Eine affine Abbildung bildet A(3|1) auf A'(19]20) und B(-2|0) auf B'(-7|-4) ab.
Sie hat den Fixpunkt F(—1]0). Welche Abbildungsgleichung besitzt sie?

Ansatz:

A, A' einsetzen:

B,B' einsetzen:

C, C' einsetzen:

(3) = (2) ergibt:

Eingesetzt in (3):

Eingesetzt in (1):

Ergebnis:

Beispiel 3

X'=x-U+y-V+W

{Bestimme die Gleichung einer Orthogonalspiegelung an der Geraden y = 2x }

Da die Spiegelungsachse aus Fixpunkten besteht, entnimmt
man zwei davon, also F,(0]0) und F,(1]2).

Die Spiegelungsrichtung ist senkrecht zur Achse. Also ist
beispielsweise die Gerade y = —1x eine Fixgerade.

Der auf ihr liegende Punkt A(-2|1) wird durch die Spiegelung

an aauf A'(2|-1) abgebildet.

Ansatz: X'=x-U+y-V+W

F, einsetzen:

F, einsetzen:

A, A' einsetzen:

2-(2)+(3):

_3 4
Ergebnis: X'zx[ 5)+y[§] bzw. X'
5

Hinweis:

X'=x-U+y-V, was ein wenig Schreibarbeit spart.

Wenn der Ursprung Fixpunkt ist, kann man sofort den vereinfachten Ansatz machen:

Friedrich Buckel
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Beispiel 4 ‘ Schragspiegelung an der Geraden y = —x in Richtung (;] . ’
Ansatz: X'=x-U+y-V,denn F (0]0) ist Fixpunkt.
A
: 1 o Y
Fixpunkt F, (1] -1): ( 1] =0-V (1) , /
1 .
A(-1]-2),A'(1]12): (zJ:—1-u-2 v (2) a 14
2 — - _% i I E.
1, (-4 4
In (1) u:(_1j+[_%j:(_%J F,
1 _2 1 _2
Ergebnis: f('zx( 34]+y( ?) bzw. f('z( % ?JR
e e 3 73

Beispiel 5: [

Erstelle die Abbildungsgleichung fiir eine Schragspiegelung an der y-Achse,W

die den Punkt A(40) in A'(-4]1) abbildet. 4
. 43-210'—123AJ
Loésung: L
1. Moglichkeit: = Rechnen mit der Vektorgleichung:
Der Ansatz flr eine affine Abbildung ist dann: X'=x-a+y-b+¢ (1

Es werden drei Paare Punkt/Bildpunkt benétigt, um a, b und ¢ zu bestimmen.

1. Bedingung: Der Ursprung ist Fixpunkt F,(0]0): 6=0-2a+0-b+¢
Folgerung. Ist der Ursprung ein Fixpunkt, dann ist ¢ =0
2. Bedingung: Die y-Achse ist Fixpunktgerade. Dannistz. B. F, (O [ 1) ein zweiter
Fixpunkt: (?j=0~é+1-5 = 5=(c1))
Folgerung: Ist die y-Achse Fixpunktgerade, dann lautet die Abbildungsgleichung:
)"(':x-é+y-((1)j (2)
3. Bedingung: A(410)— A'(-4|1). Einsetzen in (2):
_ . (-1
Folgerung: 4 =4.3+0- 0 = a=|,
1 1 7
Ergebnis: X'=x [:1j+y-(0) bzw. X'= [_11 0]-)"(
r 1 7 1

Friedrich Buckel
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2. Moglichkeit: Rechnen mit der Matrizengleichung:

Der Ansatz flr eine affine Abbildung ist dann: X'= [a1 b, j “X+C (3)

1. Bedingung: Der Ursprung ist Fixpunkt F,(0]0): © =[:1 E1]~(O)+E = C=0
2 2

Folgerung. Ist der Ursprung ein Fixpunkt, dann ist ¢ =0

2. Bedingung: Die y-Achse ist Fixpunktgerade. Dannistz. B. F, (O [ 1) ein zweiter

e (9-(22)(0) = ()-(2)

Folgerung: Ist die y-Achse Fixpunktgerade, dann lautet die Abbildungsgleichung:
- (a2, 0 5
[z

3. Bedingung: A(4]10)—> A'(-4]1). Einsetzen in (4):
-4 a, 0) (4 -4 4a a -1 o (F10) ¢
T ) = ()-8 = (2)(5): eweomes x(3'5)

Beispiel 6 Eine Rechnung kann auch schief gehen! WARNUNG!
Gegeben sind die folgende Paare Punkt / Bildpunkt:
A(—2 | 1) — A'(—2 | 2) , B(O | 2) — B'(—1 | 2). C(5 | %) - C'(% | 2)

Ansatz: X'=x-U+y-V+WwW
-2 o ~

A A" (2j:—2u+v+w (1)
B,B'": N 2ea w29 2

,B': 5 )= VHW = W= o | v (2)
C,C": @:5a+g\7+w (3)

. -2 o~ (- - -1 L
(2)in (1) (zj:—2u+v+(2j—2v = (sz—Zu—v (4)
(2)in (3): (;j:56+%\7+( j—2\7 = (8}=5G+%\7 |- 2

1 L
[OJ=2u+v (5)

ﬁ\lun passiert etwas Unerwartetes: Gleichung (5) ist entbehrlich, denn sie entsteht aus (4) \
durch Multiplikation mit -1. Also fehlt eine Gleichung, man kann u,v und w nicht eindeutig
berechnen. Die Ursache dafiir liegt darin, dass die Punkte A, B und C auf einer Geraden liegen.

Man sollte sich also merken, dass man zur Bestimmung der Abbildungsgleichung unbedingt

\drei Punkte bendtigt, die nicht auf einer Geraden liegen, sondern ein Dreieck bilden. )
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Aufgabe 11

Stelle die Gleichung der affinen Abbildungen auf.

a)  A(11-1)—>A'(1]1), B(3]-2)>B'(5]2), C(-112)>C'(-3]2).
b)  Z(2|1) ist Fixpunktund A(4]2) —» A'(8]4), B(1]1)—B'(-1]1)
c)  F(4]-1) istFixpunktund A(0|0)—>A'(-3|2), B(2]1)—>B'(3]3)
d)  DerUrsprung und A(1]0) sind Fixpunkte, B(2|3)—>B'(5|3)

e) Spiegelung an der Achse x = -1
f) Spiegelung an der Geraden y = -x

g) Schrégspiegelung an y = -1x, so dass die x-Achse Fixgerade ist.

h)  Scherung an der y-Achse, so dass A(4|-2) > A'(4]2).

Friedrich Buckel
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Losung Nr. 11a

a) [A(1|—1)AA'(1|1), B(3]-2) »>B'(5]2), C(—1|2)AC'(—3|2)_]

Ansatz:

A A"

B,B':

CC':

(2)-(1):

(3) - (1)

(4) + (5):

In (4):

In (1):

Ergebnis:

Ansatz:

A A"

(1) - (2):

(1) -

(4) - (3):

Ergebnis:

X'=x-U+y-V+

U =U-V+WwW (1)

5 a e

(Zj:3u—2v+w (2)

-3 L

[ZJ:—U+ZV+W (3)

[4):20—\7 4)

1

-4 L

[ 1 j =-2u+3v (5) Kontrolle:

0 0 20

e . 1 1 [1

(2)‘2" - V‘[1 .
3|1

-($o-(2) = o-(2) il
141

el ) v 2ol

Losung Nr. 11b

‘ Z(2|1) ist Fixpunkt und A(412) — A'(8]4), B(1]1)—B'(-1]1) ]

ij:4a+2\7+w (1)
-1 -
1j:u+v+w (2)

=20+V+W (3)

Friedrich Buckel
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7L6sung Nr. 11c

| F(41-1) ist Fixpunkt und A(0]0) > A'(-3]2), B(2|1)>B'(3]3) |

Ansatz: X'=x-U+y-V+WwW

A A"

4 . . (-3 I
F'=F =40- -V=
_J 4u v+(2J & 4u-v [_:J (2)
Los H
13 e -1
(1) +(2) 60:(13J = u=| ° ié[ﬂ [23]
-2 3 303
6 13 5 13 5 3
in (1 7=(8)-2f %3 gy
CEN Sl
53
~ 13 5 -3 13 5 -3
Ergebnis: X'=x[ 61J+y(g]+[ ) bzw x':[ ° g)x+[ j
~3 3) 2 “3 3 2
Losung Nr. 11d
[Der Ursprung und A(1]0) sind Fixpunkte, B(2|3)—>B'(5]3) ]
Ansatz: X'=x-U+y-V denn weil O Fixpunkt ist: W =0
A=A [;j:mov - u=@
, 5) - o (5) (2) (3 _ (1
B,B £3j—2u+3v = 3v—[3j [Oj—(sj = v—[J (1)
(1) (1 o (1),
Ergebnis X _x(0)+y(1j bzw (0 Jx

Losung Nr. 11e

[Spiegelung an der Achse x = -1 ]

Erkennen: F,(-1/0) und F,(-1|1) sind Fixpunkte,
und A(0]0)—> A'(-2]0)

A Aol

Ansatz: =X-U+Yy-V+W

A A"

*':x(s%v(?m oo x=(3 ()
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Losung Nr. 11f [ Spiegelung an der Geraden y = -x }

a

Erkennen: F,(0]0) und F,(-1]1) sind Fixpunkte, ——
und A(-1]0) - A'(0]1) i

I - . 2 -1
Ansatz: X'=x-U+y-v weil O Fixpunkt ist. | ‘

-1 o
F,'=F,: [1J:—u+v
A A" [?jz—'] i+0-v = ﬁ:(?& = V:a+(_11j:[_01j

0 - 0 -1

X'=

—1

0 -10

Jo

[Schrégspiegelung an der x-Achse, so dass Yy =—3X Fixgerade ist. ]

1
] bzw.

Ergebnis: X'= x(

52k

Losung Nr. 11g

Erkennen: F,(0]0) und F,(1]0) sind Fixpunkte,
und A(2|-1) —> A'(-2|1) (In Affinitatsrichtung den

Abstand Ubertragen (Kreisbogen!)

b Kol

p el

Ansatz: X'=x-U+y-V weil O Fixpunkt ist.
, AU
F'=F,: (Oj:u
AA": B PR L T I
T 1) o 1) (-1
Ergebris:  K'=x| | |+y[ 4] baw. x =[] *|x
rgebnis: =X o]*Y| _4 ZW. =lo _1
Losung Nr. 11h
‘ Scherung an der y-Achse, so dass A(4|-2) > A'(4]2) ’
Erkennen: F,(0]0) und F,(0[1) sind Fixpunkte, :
und A(4]-2) > A'(4]2) 2
Ansatz: X'=x-U+y-V weil O Fixpunkt ist. i
0 —_ 1_I +
_1...
a
e (Sraea = an(D(9) = o) | 4
o (1Y (0 o, (10),
Ergebnis: X —x(Jer(J bzw. X —(1 Jx
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